Mathématiques PTSI, IntEnt8 Cor 2024-2025

Correction de l’'interrogation 8
d’entrainement
Equations et géométrie complexes

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Soit z =re? € C*, avec (r,0) € R% x R. Alors 'équation w? = z d’inconnu w € C admet exactement deux
solutions données par :

wi = /T ei? et Wy = —wy = \/?ei(%“r) .
1.2 Soient (a,b,c) € C* x C2. Posons A = b? — 4ac.

e Si A =0, alors I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet une unique solution zyg = —=2

%.
e Si A #0, alors I'équation az? + bz 4+ ¢ = 0 admet exactement deux solutions données par
—b+46 ; —b—9
zZ1 = € Zo —
! 2a 2 2a

ot 6 est UNE racine carrée de A.
1.3 Soient (s,p) € C? et 21 et 23 les deux racines (éventuellement confondues) de 22 — sz + p. Alors,

21 +2z9=35 et Z129 = D.

1.4 Soit n € N*. On a
U,={z€C|z"=1}.
De plus, pour tout (z,z') € Uy, on a
1
2z e U,, ~=zeU,.
z

1.5 Soit n € N*. On a I’égalité suivante :

1}.

2 =7, =1 e 14+j+j4°=0.
1.7 Soient z € Cet n € N*. On a

1.6 On a j = ¢35, De plus,

n—1

zeU,\{1} & Y F=1+z+42m =0
k=0

1.8 Soit z =re’ € C*, avec (r,0) € R% x R. Pour tout w € C, on a

km

W=z e Fke[hn-1], w= YrelitET),

2. Racines carrées d’un complexe.
2.1 Soit z = x + iy € C o (z,y) € R% On a les équivalences suivantes :

22 — 16 — 303 o (:E + zy) =16 — 301

|z| = |16 — 301|

2 —y? =16

2xy =-30

224+ y? = /256 +900 = V1156 = /4 x 289 =2 x 17 = 34
2 25

¥y =9

Ty —-15

T = r=-5

{ ouU { car xy < 0.
y=- y=3
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Conclusion, pour tout z € C,
[2=16-30i & :=5-3 OU z=-5+3i
2.2 Soit z =z + iy € C o1 (z,y) € R% On a les équivalences suivantes :
=2
22 =2+ & (x+zy) i
\Zl = |2+
2?2 —y? =2
=1
x? +y =5
— V542
2
_ v/5-2
=2
=1
=/ o= /52
N ou B 2 car zy > 0.
_./v5 _ . [VB2 -
Conclusion, pour tout z € C,
5+2 5—2 5+2 5—2
22:2+i :\/f+ —I—’L\/f _\/\/>+ —’L\/f .
2 2 2 2
2.3 Soit z € C. On a les équivalences suivantes,
o 14 s V2242
5= = z2¢ = — :
Va-i S
i
= 22 = @ © :
2 e 's
R z2 = @ei(%_"%) = @el%
2 2
< z= Q S ovu @ o
2 2
Conclusion, pour tout z € C,
2= Lt < z = el ou = 2v2 -
V3—i 2
2.4 Soit z =z + iy € C ot (z,y) € R% On a les équivalences suivantes
5 _ (z+iy)® =3—i
22 =3—1 & 9
] = |3
2 —q? 3
& 2xy =-1
2?2 +y? =410
22 V10+3
2
_ V/10-3
= y2 = 5
20y = —1
T = V1043 _ _ . /N10+3
2 2
& Vi ou AT car zy < 0.
y= 2 y= 2
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Conclusion, pour tout z € C,

10+ 3 10—3
22=3—4 & z:\/\/:+ —Z\/\/:

V1I0+3  [V10-3
= — 5 +1 5 .

ou Z
2m y an
2.5 Soit z € C. Puisque -2 JQF 2 = Gl—g = 3(7” On a les équivalences suivantes :
2 A -3 - P
22 = el & 22 =e's (7' +¢'v)
- T
& 2% = €' 2 cos (7)
9
Vs - ™ -5
& ZZ\/QCOS(*)QZE ouU z:\/2cos<7)e_16,
9 9
car cos (g) >0 car § € [0; 3 [ Conclusion, pour tout z € C,
2m am ™ i Q ;5m
22 =e'" el & 2z =1/2cos (5) e's ou z = /2cos (§> e '6
3. Racines n-iémes d’un complexe.
3.1 Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
2T4+1=0 & 2T =-1 & 2T = el

Conclusion, pour tout z € C,

L (2k+ )7
2141 & z € {e’f

ke[[0;6ﬂ}.

3.2 Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

P=4V2(-1+i) & z3=8(—+

& 3k € [0; 2],

Conclusion, pour tout z € C,

B =4v2(-141) o

v e {2ei(%+2"%) ‘ ke [[0;2]]}.

3.3 Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
2= 5 & 2 =5e'3

& 3k € [0;10],

1
2z = hH11

Conclusion, pour tout z € C,

(34+4k)m

26{5%& 22

2= 54 &

ke[[O;lO]]}.

3.4 Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
3k € [0;6], i 23%

(z—i) =(z+1)" & z—i=(z+1i)¢

: 2k

& 3k € [0; 6], z(lfei%TW:i(lJreZT

& k =0 et donc 0 = 2¢ impossible

& 3k € [1;6], z=1i—

& Fke[L6], r=i— T2

= 3k € [1;6],

ou

)

S 2k
1+
2=

3k € [1;6],

s 2k
e 7
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Conclusion, pour tout z € C,
km
cos (&£
(z—i)" = (z+1)" & z € —#,:) ke [1;6] ;.
sin (7”)
3.5 Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
C+i=G+1D)" &  Fke[0:3], z+i=(z+1)e"F
& Tkeln3], z(1-eF)=eF
) el'F — it
& k=0 et donc 0 =1 — 4 impossible 0oU Ik € [1; 3], 2217"”
— el
o (k+41)7r (ei (k—41)7r _ e_i(k—41)7r>
<:> Elk e [[1; 3]]’ = sk s kT kT
e'’1 (e_zT —e'a )
_ 2isin ((]%41)”)
& Fke[;3], z=e"t ———=
(—2i) sin (T)
. (k—1)m
. sin (2
& Jk e[1;3], z=—¢€'7 < k4 )
sm( 4”)
Conclusion, pour tout z € C,
. (k—1)m
sin (—~2%) ..
(z—i)" = (z+1)" & z € ~<194>6154 ke [1;3]
sin (f)
NB : dans ce cas, on peut spécifier les solutions, stk =1,2=0,sik=2,z= —% etsik=3,z=—-1—1.

4. Equations complexes du second degré.

4.1 Considérons I’équation (E) : 22 — 52 + 7 +i = 0 d’inconnu z € C. Soit A le discriminant de (E). On a

A=25—-28—4i=—-3—4i.

Soit § = x + iy € C, avec (z,y) € R%. On a les équivalences suivantes :

16 =]Al=v9+16=5
x2_y2:_3
& 2y = —4
22 +y% =5
2 =1

& y? =4

F=A e {<x+z‘y>2=—3—4z'

20y = —4

r=1
&
y=-2

Fixons désormais 0 = 1 — 2i. Les deux solutions de (F) sont

5142

z1 D)

=2+1 et )

Conclusion, pour tout z € C,

r=—1
ou
{yQ

22 bz +T7+i=0 = z

car zy < 0.
alors données par
54+1—2¢
e B
c{2+i; 3—1'}.\

4/
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4.2

4.3

Considérons 'équation (E) : 22 — (1 +2i)z+i — 1 = 0 d’'inconnu z € C. Soit A le discriminant de (E).
On a
A=1+2) —di+4=1+4i—4—4di+4=1

Par conséquent les deux solutions de (E) sont

1+2:4+1 . 1+2i—1 .
21:#:1—&—1 et 22:#22.

Conclusion, pour tout z € C,

2o (1420)2+i-1=0 & ze{l+i;i} ]

Considérons I'équation (E) : 2% + 422 +5 = 0 d’inconnu z € C. Posons w = 2?2 et considérons également
I'équation (F) : w? +4w +5 = 0. Soit A le discriminant de (F). On a

A=16—20=—4=(2i)

Par conséquent, les deux solutions de (F') sont données par

—4+ 21 94 + —4 -2
= = — e =
w1 9 1 w2 B

Or 2 est solution de (E) si et seulement si w = 22 est solution de (F'). Donc les solutions de (E) sont les
racines carrées de wj et de wa.

Cherchons les racines carrées de wy. Soit z = x + iy € C, (z,y) € R%. On a les équivalences suivantes :

2= w PN (¢ +iy)* = =24
=uw
o = forl = VAT T = VB

x2_y2:_2
< 20y =1
x2+y2:\/5
2 _ /52
x —7
2 _ /542
<~ Yy =5
2zy =
{x: V52 {x:_ /52
& 2 ou 2 car xy = 0
_ /52 _ V542
y=VIEe y=—VY3

& z_\/\/52+i\/\/32+2 ou z_\/\/g22i\/\/52+2.

Cherchons les racines carrées de wy. On constate que wy = wy. Donc on a les équivalences suivantes :
2 D — 5 _ 2

Z5 = w2 = 25 = w1 <~ 24 = W1 <~ 25 =wi.

Donc par ce qui précede :

- __ vh—=2 [V542 __ Jv5-2 V542
27 = wa == z = 5 +1 2 OouU zZ=— 5 —1 B

n Z\/x/522i\/\/52+2 oo Z\/\/52+i\/\/3+2.

2 2
Conclusion, en notant a = 4/ @ et b=/ \/5;2, pour tout z € C,

224422 45=0=0 & ze{a+ib;—a—ib;a—ib;—a—&—ib}.‘

5/8
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4.4 Considérons I'équation (E) : 22 — (1 + 3i) z + 4 + 4i = 0 d’inconnu z € C. Soit A le discriminant de (E).
On a

A=(1+43))>—16—16i=1+6i—9—16 — 16i = —24 — 10i = —2 (12 + 5i) .

Soit ¢’ = x + iy € C, avec (z,y) € R%. On a les équivalences suivantes :

(z+iy)® =124 5i

)2 =12+45 &
) ! 162 = [12 + 5i| = /T44 + 25 = V169 = 13

22 —y? =12
& 2zy =5
22+ 42 =13
P
= y2 %
2zy =5
5 5
T = == r=——-
= { _‘{5 ouU { B \{5 car xy = 0
y—ﬁ y——ﬁ
5+1 5+1
& § = ou 5 =—
V2 V2

Par conséquent pour § € C,

P=A o 6:<ﬂi>5+i:—1+5i ou 5:—(\@')5”:1—5@:

V2 V2
Fixons désormais 6 = —1 + 5i. Les deux solutions de (F) sont alors données par
1+3i—145¢ 14+3i+1-5 .
zlzfzm et zz:le—z.

Conclusion, pour tout z € C,

|- (1+30)2+4+4i=0 &  ze{di;1-i}.|

4.5 Considérons I’équation (E) : 22 —2(2+1i) 2+ 6 + 8 = 0 d’inconnu z € C. Soit A le discriminant de (E).
On a

A=4(2+i)°—24—32i =4(4+4i—1—6—8i) =4 (-3 —4).
Soit §' = x + iy € C, avec (z,y) € R%. On a les équivalences suivantes :

. 2 .
. +iy) = -3 —4i
&) =-3-4 & (2
) ! 62 = |-3 — 4i| =0T 16 =5

$2_y2:_3
< 2y = —4
2 +y?*=5
2 =1
& y? =4
2zy = —4
r=1 r=—1
& ou car zy < 0

& §=1-2i ou 8 =-1+2i

Par conséquent pour 6 € C,
2 =A & §=2(1-2i)=2—4i ouU §=—2(—1+2i)=2—4i.
Fixons désormais 0 = 2 — 4i. Les deux solutions de (F) sont alors données par
4+2i+2—4i . 4421 —2440
=5 = 3—1 et =y

JE
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Conclusion, pour tout z € C,

22 =224 2+6+8 =0 & z€{3—1i; 1+3i}.

5. Applications géométriques.

5.1 Notons z4, zp et z¢ les affixes de A, B et C respectivement. On remarque que zg — 24 =4+3i—1—i=

34+2i#0et
20— 2A %i—l—i 5i—2-2i 3i—-2  (31—-2)(3-2i) 9i+6-6+47 137 i
zp—za  3+2  2(34+2)) 2B+2)  2(9+4) 26 26 2
Par conséquent arg (ﬁ) = 7 et donc ABC est rectangle en A.
5.2 Notons z4, zp et zc les affixes de A, B et C respectivement. On remarque que 2z — 24 = 2v/3 — V3 +i =
V34i#0et
zo—za  1+VB3-i(1+V3)-V34+i 1-iv3 (1-iv3)(V3-4) V3-i-3i—v3
ZB — ZA V3 +i V34 3+1 4
Par conséquent arg (ﬁ) = 37” et donc ABC' est rectangle en A.

5.3 Notons z4, zp et z¢ les affixes de A, B et C respectivement. On remarque que zg—z4 = 1+iz— (1 +14)z =
1 — 2z # 0 car par hypothese z # 1. Donc w = ﬁ est bien défini. De plus,

z—i—(1+14)z 142z 1+2)(1-2) 1-Z+2— |2
—i = =—i

w = = = —1 =
-2 -2 =k 11—z
14241 -1
:_i—+ zm(zQ) car z € U
1 -z
_ 2Im(2)
L -2

Donc w € R. | Conclusion arg (M) =0 [n] et donc A, B et C sont alignés.

ZBTZA

5.4 Notons z4, zp et z¢ les affixes de A, B et C respectivement. On remarque que zg —z4 = iz—i—(1+14)z =
—z — 1 # 0 car par hypotheése z # —i. Donc w = % est bien défini. De plus,

z2—=1—-(1+4+4d)z —1—iz dz+1 (iz+1)(z—1)
YTTTTGH)  —Gt) 24 z+dP
iz +z+z—i
ERRis
i+ 2Re(z) —i
RN
_ 2Re(2)
IEEE

car ze€ U

Donc w € R. | Conclusion arg (M) =0 [r] et donc A, B et C sont alignés.

ZB—ZA

5.5 Soit f : 2+ z — 1+ 3i. On reconnait alors directement ’ une translation de vecteur d’affixe —1 + 34 |.

5.6 Soit f: 2z iz+1—1i.Icia =17 1. Donc f est une similitude avec un unique point fixe. Soit w € C. On a
fw)=w = w=1iw+l—i & w(l—d)=1—1 & w=1

En posant w =1, on a ‘
V2eC, f(2)=i(z—w)tw=¢e%(z—1)+1.

A

]

On reconnait alors ‘ une rotation de centre (1) et d’angle 6 =

/8
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5.7 Soit f : z +— 1=tz 4 =31 Puisque a = 15¢ # 1, f est une similitude avec un unique point fixe. Soit w € C.
2 2 2

5.8

5.9

On a
1—4 -3+
= Rt =
fw)=w w 5 w+ >
1+i¢ —-3+1
w =
2 2
— i - i) (1 — 14 —34+3i+i+1
o " 3+’z:( 3+1i)( Z): 3+3i+i+ — 149
1+ 1+1 2
Posons w = —1 + 2i, alors pour tout z € C,
1—1 1—1 1—1 1-2—i—2—-2+4+44 1—1 -3+
Ql(z—w)—i—w: 2Z(z+1—2i)—1+2i: 2224— ! 22 T le—&— 2+Z:f(z).
—i 2 2; 2 —iZ
Or%:%<7771):§e 1. Donc
2 s
Vz € C, f(z):ge_’z(z—w)—kw
On reconnait alors
une similitude de centre Q (—1 + 2i), d’angle § = —7 et de coefficient homothétique k = %

Soit f : z +— 1+T‘/glz +i4 /3. Comme a = 1+T\/§1 # 1, f est une similitude avec un unique point fixe. Soit
w€C.Ona

1 3i
flw)=w & w= +2\[Zw+i+\/§
1 3
w 2\/§Z:\/§—|—i
V3+i (V3+i) (1 ++v3i) V3+3i+i—v3
& w=2 =2 = = 2.
1—+/3i 1+3 2
Posons w = 2i, alors pour tout z € C,
1 ) 1 31 1 3t 1 31
+2\/§Z(z—w)+w: +2\fz(z—2i)—|—2i= +2\flz—i+\/§+2i: +2fzz—|—\/§—|—i:f(z).

Or 1+T‘/§‘ =¢'5. Donc
Vz€C, f(z) =e3 (z —w) +w.

On reconnait alors ‘ une rotation de centre § (2i) et d’angle 0 = %. ‘

Soit f : z+ (1+14)2z. On a pour tout z € C,
f(Z)Z\@(\f—&-i\f)z:\/ieizz.

On reconnait alors

une similitude de centre O, d’angle de rotation § = 7 et de coefficient d’homothétie de k = V2|




