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Correction de l’interrogation de révision 06
matrice et analyse asymptotique

1. (a) Enoncer la propriété donnant la transposée du produit.
Solution. Soient (n, r, p) ∈ (N∗)3, A ∈ Mn,r (K), B ∈ Mr,p (K). Alors (AB)T = BT AT .

(b) Enumérer les opérations qu’il est possible de faire sur les équivalents et celles que l’on sait fausses en
général.
Solution. Sur les équivalents, il est possible de

• multiplier,
• d’élever à la puissance (éventuellement négative et donc de passer à l’inverse),
• de passer à la valeur absolue,
• de faire un changement de variable.

Il est cependant interdit
• de sommer des équivalents,
• de composer des équivalents par une fonction,
• d’écrire équivalent à 0.

2. Soit A =

Ñ
1 2 0
0 1 2
0 0 1

é
. Calculer les puissances de A.

Solution. Posons N = A − I3 =

Ñ
0 2 0
0 0 2
0 0 0

é
. La matrice N est nilpotente d’ordre 3 :

N2 =

Ñ
0 2 0
0 0 2
0 0 0

éÑ
0 2 0
0 0 2
0 0 0

é
=

Ñ
0 0 4
0 0 0
0 0 0

é
.

Puis

N3 = N2N =

Ñ
0 0 4
0 0 0
0 0 0

éÑ
0 2 0
0 0 2
0 0 0

é
=

Ñ
0 0 0
0 0 0
0 0 0

é
= O3.

Or les matrices N et I3 commutent donc par la formule du binôme de Newton, pour tout n ⩾ 3,

An = (I3 + N)n =
n∑

k=0

Ç
n

k

å
NkIn−k

3

= I3 +
Ç

n

1

å
N +

Ç
n

2

å
N2 +

n∑
k=3

Ç
n

k

å
Nk

= I3 + nN + n (n − 1)
2 N2 car pour tout k ⩾ 3, Nk = O3

=

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é
+ n

Ñ
0 2 0
0 0 2
0 0 0

é
+ n (n − 1)

2

Ñ
0 0 4
0 0 0
0 0 0

é
=

Ñ
1 2n 2n (n − 1)
0 1 2n
0 0 1

é
.

On note que cette formule reste vraie si n = 1 ou n = 0. Conclusion,

∀n ∈ N, An =

Ñ
1 2n 2n (n − 1)
0 1 2n
0 0 1

é
.
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3. Calculer le développement limité à l’ordre 3 en 0 de la fonction f : x 7→ cos(x) ln(1+x2)
x .

Solution. On sait que

cos(x) =
x→0

1 − x2

2 + o
(
x3) .

D’autre part, on a ln (1 + u) =
u→0

u − u2

2 + u3

3 + o
(
u3). Posons u(x) = x2 −→

x→0
0. Dès lors

ln
(
1 + x2) =

x→0
x2 − x4

2 + x6

3 + o
(
x6)

=
x→0

x2 − x4

2 + o
(
x4) .

Par produit et quotient, on obtient

f(x) =
x→0

Ä
1 − x2

2 + o
(
x3)ä Äx − x3

2 + o
(
x3)ä

=
x→0

x − x3

2 +o
(
x3)

− x3

2 +o
(
x3)

+o
(
x3)

=
x→0

x −x3 +o
(
x3) .

Conclusion,
f(x) =

x→0
x − x3 + o

(
x3) .
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