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Correction de ’exercice Automne 08
Bijection

R —- R
= 4—(x41)*"
1. La fonction carrée est dérivable sur R donc par composée de fonctions dérivables sur R, f est dérivable
sur R de plus,

Soit f :

VzeR, fl(z)=-2(x+1).

Des lors, pour z € R, on a
f'(z)>0 & —2(x+1)>0 & r+1<0 & r < —1.

Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur |—oo; —1[. De méme, f est strictement décroissante
sur |—1; 4+o0[. De plus,

JUll}]r_noof(av) =—o00 et wll)rlloof(:r) = —00.

Enfin, f (—1) =4 — 0 = 4. On obtient alors le tableau de variation suivant :

T —00 —1 +00

4

On observe que pour tout z € R, f(z) < 4. Donc 5 par exemple ne posséde aucun antécédent par f.
Ainsi, f n’est pas surjective.

D’autre part, on a
f(=2)=4—(—24+172=4-1=3
f0)=4—(0+1)>*=3.

Donc f(—2) = f(0) et f n’est pas injective. Conclusion,

‘f n’est ni injective ni surjective.

A fortiori, f n’est donc par bijective.

2. D’apres le tableau de variation de la question précédente, on a

| (R) =]—00;4].|

Puisque 0 > —1 toujours par le tableau précédent,

f(RY) =]—o0;4].

De plus, on a f(0) =3, f(1) =0 et f est continue et strictement décroissante sur [0; 1]. Donc

L ((0;1]) = [0;3]. ]
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3. Puisque f est définie sur R, on a

D’autre part, pour z € R, on a

f(z)=0 & 4—(z+1)%*=0 & (4172 =4
= r+1=2 OU z+1=-2
= r=1 OU x = —-3.

Deés lors, on a

Ainsi,
7 (RY) =]—o00; =3[ U]1; +00f.
Enfin, on
fa)=1 & 4-(z+1)*=1 & (z+1)°=3
& r+1=vV3 0oU z+1=—V3
& r=v3-10U z=—-v3—1.
D’on,
x —00 -3 —V3-1 -1 V3-1 1 400
4
1 — T 1
Conclusion,
Fo(01) =[-8 —v3-1] U [VB-1;1].
4. Par ce qui précede, on observe que f est continue et strictement décroissante sur I = [—1; +oo[. Donc

par le théoréeme de la bijection, f définit une bijection de I dans J = f (I). De plus, on a

£ = |t fa)if (<)) =)o),

T—r—00

Conclusion,

‘f définit une bijection de I = [—1;+o0[ dans J = }—00;4].‘

On note ¢ la restriction de f de I dans J.
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5. Soient x € I et y € J. On a les équivalences suivantes :

y=¢@@ < y=[f()
& y=4—(z+1)>
& (x+1)*=4—y

4 —
& r+l=4+yv4d—-y car{ 4

z+1
& z=14++4—y.

Conclusion, la réciproque de ¢ est donnée par
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