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Correction Hiver 01
Séries et polynomes

Solution de I’exercice 1 Pour tout n € N*, e” # 1 et donc u,, existe. De plus, pour tout n € N*, u,, > 0.
On observe aussi que

Vn € N¥, n?u, = — car 1 < n — +ooe™

Donc par croissance comparée,
3

n
lim n%u, = lim — =0.
n——+o0 n——+oo e
Dong, il existe ng € N* tel que Vn > ng,
0 < nu, <1 & 0<u, <

(car up > 0) n2’

1
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant @ = 2 > 1. Donc par le théoréme de

neN*
comparaison de séries & termes positifs,

E un converge.
neN*

Solution de I’exercice 2

1. On a
P =4X3-6X%2+6X — 2.

Donc

1
P X'= 2X43X% - 2X + 1= —7 (4X° - 6X” + 6X —2) + X.
Posons R= X et Q = —%. Alors, on a bien P — X* = QP’ + R avec
deg (R) =1 < 3 =deg (P').

Donc on obtient la division euclidienne suivante :

1
P—X4:—§P’+X.

2. Soit a € C une racine de P et de P’. Alors P(a) = P’(a) = 0. Donc par la question précédente,

P(a)—a4:—%P'(a)+a
—at=a

at+a=0
a<a3+1>:()

a=0 0U a®=—1

Tt ¢ 0T

- 2tkw
a=0 OU Jke{0;1;2}, a=c¢e3""3

- _ 4 ;51 .
& a=0 0U a=¢€3=—52 OU a=¢e"=—-1 OU a=¢e"3 = —j.

Vérifions parmi ces possibilités, lesquelles sont réellement racines de P et de P’.
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e Sia=0,alors P(a) =1 # 0, donc a = 0 n’est pas une solution.

e Sia=—1,alors P(a) = (—1)* =2(=1)*+3(=1)* —=2(=1)+1=142+3+2+1=9+# 0 donc
a = —1 n’est pas une solution.

e Sia= —j. Rappelons que j3 =1 et que 1 + j + j2 = 0. Donc
Pla) = P(—j) = (=3)* = 2(=j)° +3(=j)" =2 (=) + 1
=4 +253+32 +2j+1
=j+2+37°+2j+1
:3(j2+j+1) —0.
De plus,
P'(a) = P' (=) = 4(=§)* = 6 (=5)* + 6 (=) — 2
= 453 — 652 — 65 — 2
= —4—6j% — 65 —2
=—6(2+j+1) =0.

Donc —j est une racine de P et de P'.

o Notons que P et P’ sont & coefficients réels. Donc puisque —7j est une racine de P et de P’ alors,
—7 est aussi une racine de P et de P’ i.e. —j? est une racine de P et de P’.

Conclusion,

les racines communes & P et P’ sont —j et —j2.

. D’apres la question précédente, —j et —j2 sont deux racines distinctes de P de multiplicité au moins
2 de P. Or
deg(P)=4=2+2.

Donc P ne peut pas avoir d’autre racine et —j et —j2 sont de multiplicité 2 exactement. Par consé-
quent,

. . 2
P=X(X = (=) (X = (=9)
avec A le coefficient dominant de P : c’est-a-dire ici A = 1. On obtient alors la décomposition de P

dans C[X] :

P=(X4+j)? <X+j2)2

Pour obtenir la décomposition dans R[X], on rassemble les racines non réelles qui sont conjuguées :

2

P (o () = (4 G+ x4 2) = (0’

car 1 +j+3j2=0 = j+j2 = —1. Conclusion, la décomposition de P dans R[X] est

P:(Xz—XJrl)Q.




