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Correction Hiver 02
Séries et continuité-dérivabilité

Solution de I’exercice 1 On sait que sin (u) ~ w. Donc 2sin (%) ~ 2. D’autre part,
u—0 ") n—+oo ™
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Donc par quotient,

La série Z — diverge en tant que série harmonique (ou série de Riemann d’exposant o« = 1 < 1). Or
neN*

Uy~ % et pour tout n > 1, % > (. Conclusion, par le théoréme des équivalents de séries numériques a
n——+oo

termes positifs,

Z Uy, diverge.
neN*

Solution de I’exercice 2

1. En tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur R*, on en déduit
directement que f est continue sur R*. Etudions la continuité en 0. On sait que f(0) = 1. Calculons
la limite quand x — 0, = # 0. On a les égalités asymptotiques suivantes :

e’ :01+x+0($).

T—

Donc

e*—1 = z+o(x) ~ =z
z—0 z—0

Par quotient d’équivalents, on obtient que

Autrement dit

Donc la fonction f est continue en 0.
Conclusion :

‘la fonction f est continue sur R. ‘

. . . . . . T __
NB : on pouvait reconnaitre le taux d’accroissement de la fonction exponentielle pour dire que em—l —

exp’(0) =1 quand x — 0 et que par passage a linverse, f(x) — 1 quand x — 0.

2. La fonction f est €' (et méme €>°) sur R* comme quotient de fonctions € (et méme %*°) dont le
dénominateur ne s’annule pas sur R*. Etudions le comportement de f en 0. On souhaite appliquer le
théoréme de prolongement de fonction de classe €.

e La fonction f est continue sur R et dérivable sur R*.



C
o
e Mathématiques PTSI, RevHiver02 2024-2025

e Pour tout x € R*, on a de plus

e —l—ze® "(1-x)—1

/!
€T = =
f(@) (er 1) (ev —1)
Or
ef(l—x)—1 = 1+x+x2—|—o<:v2) (1—2z)—1
z—0 2
2
_ x~ 2y .. .2 2\
$:01+x+2—|—0<x) r—x +0(33> 1
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Donc 9
x
x _ _ ~
e’ (1 —ux) 1x—>0 5

De plus ¢* —1 ot et donc par élévation au carré (e* —1)2 ~ x2. Ainsi par quotient d’équiva-

T z—
lents,
_a? 1
! 2 _ _ -
(x) z—0 2 2
x#0
Autrement dit limz—o f/(z) existe et vaut —1/2.
z#0

Des deux points précédents, on en déduit a I’aide du théoreme de prolongement des fonctions de classe
%, que f est €' en 0 et de plus f/(0) = —3.
La fonction f est €' sur R* et en 0 donc

f est €' sur R.




