Mathématiques PTSI, RevHiver06 2024-2025

Correction Hiver 06
Suites et séries

Solution de 1’exercice 1
1. Posons pour tout n € N,
P(n) : « up, existe et u, € U ».
Procédons par récurrence.
Initialisation. Si n = 0, alors ug = % existe et ug € [%, %} = U. Donc £(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n + 1). Supposons & (n) vraie i.e. u, existe et
un, € U. Montrons que &(n + 1) est vraie. Par hypothése de récurrence, % <u, < % Alors

1 3 3 1
Donc un4+1 = /2 — u, existe. De plus, par croissance de la fonction racine carrée,
1 3
3 < V2 —up < 2
Or%>1donc %g%et%<1donc %2%.D’oﬁ,
1 3
) SUnt1 = V2 —Up < D)

i.e. up41 € U. On a donc bien montré & (n + 1).
Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie.
Finalement,

13
la suite (), est bien définie et pour tout n € N, u, € U = {2; 4].

2. On note que la fonction f est définie sur |—oo; 2] et donc sur U = {%, %} C ]—o0; 2]. La fonction f
est de plus dérivable sur |—oo; 2[. ATTENTION!!!! la racine carrée n’est pas dérivable en 0 d’ou la
nécessité d’ouvrir en 2. Donc f est dérivable sur U et

—1

2V2 — 1

Or pour tout z € U, % <2—zx< % puis == < V2 -z < \/g Ainsi, 0 < —2— < /2. Par conséquent,
V2
2

Vx e U, f(z) =

V2 V2—x

vVt e U, |f'(1)] < « indépendant de t!

Soit (z,y) € U?, x # y. La fonction f est continue sur [z;y] ou [y;x] (car elle 'est sur U) et dérivable
sur z;y[ ou Jy; x| (car elle 'est sur U). Donc par le théoreme des accroissements finis,

3t € syl ou Jyszl,  fla) = fly) = f'() (z—y).
Puisque ¢ € [x;y] C U, par ce qui précede

£@) = F) < £ Ol -yl < 22

Ce résultat reste vrai si x = y. On en conclut donc que

|z —yl.

2
5 -lipschitzienne sur U.

¥

la fonction f est
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3. Soit z € U. On a les équivalences suivantes :

x = f(x) REN =2 -2z = 2=2—2z carz>—->=0

DN | =

& 24+ —2=0.

Soit A le discriminant de X2+ X —2. Ona A =148 = 9. Donc les racines associées sont % =1
et % =—-2.0r —2¢ U et 1 € U. Conclusion,

’1& fonction f admet un unique point fixe dans U qui est x = 1.

4. Puisque f est g—lipschitzienne sur U, pour tout n € N, en prenant x = u,, € U et y =1 € U, alors

£ () = F O < L2 = 1.

2

Or f(up) =ups1 et f(1)=1. D’ou
2
VTLGN, ‘un-‘rl_l’g\g’un_l"

Ceci étant vrai pour tout n € N, on peut le reformuler de la fagon suivante (petit glissement d’indice) :

V2

Puis,
2
2 2 2 2
Vi > 2, |un—1|<\2[]un_1—1|§\2[><\g]un_Q—H: ({) s — 1]

On retrouve une suite « sous-géométrique ». Par une récurrence, on montre alors que
v2\" NAME 1/v2\"
Y N -1 <[ = 1l =(X= 1=z

1 <\/§

2
n—1
Or @ €]0; 1[, donc lim — ) = 0. Donc par le théoreme d’encadrement, on en déduit que

n——+oo 2 2

ngrfoo |up, — 1| = 0.

Autrement dit, la suite (uy), .y converge vers 1 :

lim wu, =1.
n—-4o00

5. Puisque la suite (u,), oy converge vers 1 # 0, alors on en déduit que Z uy, diverge grossierement et

neN
donc

la série E uy, diverge.
neN

Posons pour tout n € N, v, = |u, — 1|. Dans la question précédente, on a montré que

1/v2\"

V2

n

1

Or la série Z 3 <2> converge en tant que série géométrique de raison g = @ € |-1;1[. Donc
neN

par le théoreme de comparaison de séries & termes positifs,

la série E |un, — 1| converge.
neN
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