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Correction Hiver 08
Séries et analyse asymptotique

Solution de I’exercice 1
1. On sait que
2 3
xr €z x 3
e Izol—i-x—i-—z +76 —i—o(a: )

Posons u(z) =, 242 4o (23). Alors,
z—

cos (e¥) = cos(1+ u(x))

z—0
= cos(1) cos (u(x)) — sin(1) sin (u(z)) .
Or cos (u) o 1- ”72 + 0 (u?) et sin (u) ol %3 + 0 (u?). Donc
u? u3 :
cos (1 4 u) o cos(1) cos (u) — sin(1) sin (u) o cos(1) — sin(1)u — cos(l)? + Sin(l)g +o0 (ud) .

De plus, on a

o u(z) 2 0.

e Puis
u@? =, (e 45+ 5 ol?) (145 + 5 o)
xi(] .’IJ2 +§ +o (xB)
+2 o (2%)
)

o Comme u(z) ~ z,on en déduit que u(x)® ~ z3 et donc
z—0 z—0

u(z)® = 23 +o0 (:L’S) .

z—0
o Et enfin, o (u(z)3) = o(a3).

Ainsi,

z—0 6
= cos(1) —sin(l)z — s.in(l)%2 — 8111(1)5‘63 +o (z?)
—cos(l)% —cos(l)%j +o (z?)
+sin(1)%  +o (2%)
+o (z?)
= cos(1) — sin(1)x — Cos(l);Sin(l)xQ - Cosz(l):vS +o(z?).
D’autre part, on a
L _ o 2 2 .2 3 3
Tz (Lmz et +o(ef)) s o-at4a’+o(a?).
Posons v(z) = z —a%+ 2%+ o (23). On sait que tan(v) = v+ % + o0 (v3). Or
z—0 v—0
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o v(x) = 0.

o Comme v(x) ~ x,alors v(z)3 ~ 3 et donc
z—0 z—0
3 _ .3 3
v(x) ot +0(93 )
. 3y _ 3
Enfin, o (v(x)?) =00 (z?)
Ainsi,
tan = v(z) + @ 4, (v(x)?)
14+x/) z2—0 3
= r—22 423 +o(2?)
z—0 3 5
+g +o(z?)
+o (23)
IS
xiox—xz—l—%—i—o(a:?’)
Finalement,
f(x) =cos(e”)+ atan (w)
B 1+x
B ) cos(1) +sin(1) 5 cos(l) 4 3 5 dad 3
xzocos(l) —sin(1l)z — — T ¢ +o(x ) +azr — ax +a7+o(x )
B ) cos(1) + sin(1) 9 da  cos(1)\ 4 3
mzocos(1)+(a—sm(1))x— (2—1—@)1' + (3— 5 )a: —i—o(m )
Conclusion,
B ) cos(1) +sin(1) 9 da  cos(1)\ 5 3
f(z) m:mcos(l)—k(a—sm(l))az— <2+a>x + (3 - >x +0(:c )

. Par la question précédente, pour que 0 soit un extremum (condition nécessaire) il faut que a —sin(1) =
0. i.e.
a = sin(1).

Dans ce cas, on a

@) =, cos(t) — (SIS 4 gy o2 4 (L8 4y o (09)

x—0 2 3 2

— cos(1) — cos(1) + 3sin(1)x2 N 8sin(1) — 300s(1)$3 ‘o (x3) .
z—0 2 6

En tronquant a ’ordre 2, on obtient que

(@) = cos(1) — cos(1) —i—23 sin(l)xz Yo (acz) .

On obtient alors la condition suffisante : puisque w > 0, que f(z)—cos(1) = f(x)—f(0) ~
r—r

x? et que deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré, on en déduit que au
voisinage de 0, f(x) < cos(1) = f(0). Conclusion, dans ce cas,

__cos(1)+3sin(1)
2

‘si a = sin(1), alors 0 est un maximum local de f. ‘
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Solution de ’exercice 2 Appliquons la régle du n?. Par

lim n’u, = lim
n—-+oo n—-+oo

Donc il existe ng € N* tel que pour tout n > ng,

O<n2un<1

& 0<u, <

croissance comparée, on a

4
1:0_
27L

1
— car n # 0.

n2

Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Conclusion, par le théoreme de

neN*
comparaison de séries a termes positifs,

neN

E un converge.




