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Correction Hiver 09
Séries et ensembles et applications

Solution de I’exercice 1 Puisque lirf f(x) = 0, par la caractérisation séquentielle de la limite, on en
T—r+00

déduit notamment que lim f(n) = 0. Par conséquent,
n——+0oo

Ing € N*, Vn = ny, f(n) < 1.
De plus par hypothese, Va € R, f(x) > 0. Donc pour tout n € N, f(n) > 0. Ainsi,
Vn = nyg, 0< f(n) <1

Par suite, comme pour tout n € N*, n3/2 > 0,
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Vn}no, Ogunzw\n3/2
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Or Z ETE) converge en tant que série de Riemann d’exposant o = % > 1. Conclusion, par le théoreme de
neN*

comparaison des séries a termes positifs,

E Uy, converge.
neN*

Solution de I’exercice 2 Soit (4, B) € & (E)% Montrons que f(ANB) = f(A) N f(B). Procédons
par double inclusion. Soit y € f (AN B). Par définition, il existe z € AN B tel que y = f(x). Puisque
x € ANB, alors x € A. Ainsi y = f(z) est 'image d’un élément de x € A. Donc y € f(A). De méme puisque
x € ANB, alors x € B et donc y = f(x) est 'image d'un élément de z € B. Donc y € f(B). Par conséquent,
y € f(A) N f(B). Ceci étant vrai pour tout y € f (AN B), on a démontré que f (AN B) C f(A)N f(B).

Réciproquement, montrons que f (A)Nf(B) C f(ANB).Soity € f(A)Nf(B),alorsy € f(A) ety € f(B)
donc il existe 1 € A et x9 € B tels que y = f (1) et y = f (z2). En particulier f (z1) = f (x2). Or f est

injective donc x1 = 2 . Donc x1 € ANB. Ainsi y est I'image d’un élément de ANB et doncy € f (AN B).
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Finalement f (AN B) C f(A) N f(B) et donc

f(ANB)=f(A)Nf(B).



