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Correction Hiver 12
Séries et continuité-dérivabilité

Solution de I’exercice 1 On a pour tout n > 2,

up = f (1) = ¥cos (n) = cos(n)

n n2ln (%) ~n2ln(n)’

Des lors,
|cos(n)| 1
n?[n(n)| = n? [In(n)|

Vn > 2, lun| =

Or pour tout n > 3, In(n) > 1. Donc

1
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc par le théoreme de compa-

nN*
raison des séries a termes positifs,

Z |un| converge.

n>2

Autrement dit Z Uy converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence. Conclusion,
n=2

E Uy, converge.

n>2
Solution de ’exercice 2
1. On observe que
: _ o f(@)
fm (o) = Ly £
>0 >0
- f(0
—glgigb f(xa);_(];( ) car f(0)=0
x>0
= f/(0) car on reconnait le taux d’accroissement de f en 07 et f est dérivable en 0
= 0.

Donc lim,_, g(x) existe. Conclusion,
x>0

’ g est prolongeable par continuité.

De plus, en notant encore
g: 0;1] —

R
. g(x) si z € ]0;1]
0 si x = 0.

alors g est continue et
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2. Par la question précédente, la fonction g est continue sur [0;1] et comme f est dérivable sur [0; 1], on
en déduit que g est dérivable sur |0; 1] comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur
ne s’annule pas. Donc g est notamment dérivable sur |0; 1[. Enfin, on a ¢g(0) =0 et

Donc g est continue sur [0;1], dérivable sur ]0;1[ et g(0) = g(1). D’apres le théoréme de Rolle, on
conclut que

Jdec €]0;1[, g (c)=0.

3. Soit T la tangente & la courbe f et c. Puisque f est dérivable en ¢ €]0; 1, 7 a pour équation

T: y=f()@—c)+flo)
Or par la question précédente, ¢’'(c¢) = 0. De plus pour tout z € ]0;1], on a

_ P i)

g'(z) 3
Donc
J=0 & [fe-fld=0 e  fc)=Le
Ainsi,
T:  y=f@—c+f(e=f(c)(—ct+c)=f(o)a
Conclusion,

T, la tangente a la courbe représentative de f en ¢, est une droite qui passe bien par 'origine.
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