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Correction de ’exercice Noél 03
Analyse asymptotique

Solution de I’exercice 1

1. Montrons que f est définie sur R et est impaire. Soit z € R. On a 22 +1 > 1 > 0. Donc V1 + 2
existe de plus on a
Vi4az2+2>0 & —r < V1422

Premier cas, x < 0, alors —z > 0 et donc par la stricte croissance de la fonction carrée sur R,
Vi4az2+2>0 & (—z)? <1+ 22 car 14+ 2% >0

& :U2<1+x2

& 0 <1 toujours vraie.

Donc .9 = Ry. Deuziéme cas, z > 0, alors —x < 0 < /1 + z2. Donc .% = R*.
Donc globalement, . = . U.% = R ie. Vo € R, v1+ 22 + z > 0. Conclusion,

‘ f est définie sur R. ‘

Montrons que f est impaire. On sait déja que f est définie sur R qui est centré en 0. De plus, pour

tout z € R,
1
—f(2) == (V1422 +2) :m<¢yﬁﬁ+x>
(\/1 + x2 —:r)
=ln|{———FF——
1+ a2 — 22
:ln(\/1+x2—x)
:1n< 1+(—x)2—a:)
~f(-a).
Conclusion,

‘ f est impaire. ‘

2. (a) Pour tout z € R, on a 1+x? > 0. Or la fonction racine carrée est 4 sur R* . Donc par composée,
la fonction  — V1 + 22 est €* sur R. Donc par somme, la fonction z — 1+ 22 + z est €4
sur R. Or on a vu que pour tout z € R, v/1 + 224+ x > 0 et la fonction In est €4 sur R?% . Donc
par composée, la fonction f est €4 sur R. PAr le théoréme de Taylor-Young,

‘ f admet un développement limité d’ordre 4 en 0. ‘

On le note f(z) =, @ + a1z + asz® + azz® + agzt + o (x4).
xT

(b) Par la question ?? la fonction f est impaire. Comme le développement limité est en 0, on en
déduit que f admet que des puissances impaires dans son développement limité :

‘a0:a2:a420.
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3. On sait que

V1422 = (1+x2)1/2 = 1+ 15624—wm“l—l—o(:ﬁl)

—0 2 2
2 4
_ T 4
Ainsi,
2 4
VitaZ+a = 1+a+5 - +o(a)
z—0 2 8
ou encore
z? 2t 4
f(:r)xj)oln 1+$+?—§+0(3:) .
— z2 ot 4
Posonsu(x)$30x+2 8—}—0(1‘):;))0.
e On a,
2 4 2 4
2 _ r_r 4 r_r 4
u(x) x:>0<l‘+2 8—1—0(:p)> (x—i—Q 8+o(x>>
— 2 z3 4
= " —1—23 4 —|—0(.CL‘4)
+% 4% +o(z?)
+o (z%)
4
— 2 3 4
o T+ x” + 1 +0(x)
e Puis,

250 @’ + 2364 to <x4) ’

4 4

o Méthode 1, mais aussi, u(x) ~ x donc par élévation a la puissance, u(x)* ~ z*ie. u(zx) =

z—0 z—0
zt + o (z4).

M¢éthode 2, mais aussi,
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Deés lors, on obtient,

x—0
w(x)?  u(x)®  u(x)?
mjou(x)— 5 + s 2 +0(u(ac))4
2 4
St Y —Z  to(z?)
1@+ +5 +o(aY)
+%($3 +%x4 +o (z1))
—i(:v‘l +o (z4))
+o (z%)
2 4
=" +% —Z +o(a?)
K 4
+2 4T o (at)
5 o)
+o (z%)

Conclusion,

On retrouve bien que ag = as = a4 = 0.

4. Sans calculer f/, déterminons le développement limité de f’ & 'ordre 3. On a vu que f est €4 sur R
donc f' est €2 sur R. Donc par le théoréme de Taylor-Young, f' admet un développement limité a
I'ordre 3 en 0 : il existe (bo, by, ba, b3) € R* tel que

F(x) = bo+brz+bya?+byz® +o0 (a:3) .

z—0
Par le théoréme de primitivation du développement limité,

2 3 4

_ r r r 4
f(@) =) F(0) +box + b +bay + b +o(2?).
Or par la question précédente,
a3 4
f( )a::ox_g—i_o(w )
Donc par unicité du développement limité, on obtient,
f£(0) = 0ok
bp=1 b1 =b3=0
“=0 o bo =1
b 1 1
3 =76 by =—3
b~
Conclusion,
2
/ _ . i 3
f ( ) x:[) 2 to (.%' )
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5. (a) Calculons f’. On a vu que la fonction f est % sur R donc dérivable sur R. De plus, pour tout

z eR,

(m+x>/
VitaZ+a

(1+e)'
2v/14+x2 +1

Vit 22+

2z
2/ 1+x2 +1

_m+m
z+V1+a?
(VI+a2+2) Vita?

1

() =

Conclusion,

1
V1422

(b) Retrouvons le DL3(0) de f’. On a par la question précédente,

Ve eR, fl(z)=

flz) = <1 + :1:2)71/2 = 1— 1:1:2 +o (1:3) .

—0 2

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question 77?7

2

fl(z) = 1—$—+0<x3>.

z—0 2
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