-
o
e s e Mathématiques PTSI, RevNoell0 2024-2025

Exercice Noél 10
Analyse asymptotique

Solution de I’exercice 1

1. Déterminons 'asymptote au graphe de h en +oco et la position relative. Pour tout x € R, on a
h(z) =exp (f(z)) = V1 + 22 + .

Donc pour tout z > 0,

h(z) = Va2 %+1+x
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On en déduit que le graphe de h admet une asymptote d’équation
y = 2z.

De plus, h(z) — 2z ~ L > 0. Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré.

r—+oo 2%
Conclusion,

‘le graphe de h est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

2. Montrons que f définie une bijection. On a

e f est dérivable sur R donc notamment continue sur R.

« Pour tout z € R, f'(x) = ——— > 0. Donc la fonction f est strictement croissante sur R.

Vi1tx2
Donc par le théoréme de la bijection, f définit une bijection de R dans J = f (R). De plus,

F®)=| lm f(z); lm_f(a)

T——00 T—r—+00

Or f(z) =In(h(x)). Par la question précédente, h(z) ~ 2z " +o00. Donc par composition,
T—r+00 T—r+00

lim f(z)= +o0.

r—r-+00

La fonction f est impaire donc
lim f(z)=—o0.

T—r—00

Conclusion,

‘ f définit une bijection de R dans R. ‘

On note g = f~! sa fonction réciproque. On admet que g posséde un développement limité & I’ordre
4 en 0 donné par
g(x) =0 ag + arx + a2$2 + CLgfL‘g + a4$4 +o0 (:U4) .
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3. A Taide du développement limité de f en 0 et la relation Vo € R, g o f(z) = =z, déterminons le
développement limité & l'ordre 4 en 0 de g. Posons u(x) = f(x). On sait que
@) = - o)
u(@) = jo— - tola’).

Donc on a bien limg_ou(z) = 0. Puis,

e Ona
3 3
2 _ T 4 T 4
u(x) = (:c 5 +o<x )) (:c 5 +0(x ))
4
xiO .’Ez _% o ($4)
—%5 o)
+o (z)
4
_ .2 T 4
3:—>0x 3 +O(:C)
e De plus,

u(z)? = (az — $63 +o0 (x4)> <x2 — 24 +o0 (m4)>

zi(] 1:3 to (x4) )

o Méthode 1. Aussi, u(x) ~ x donc par élévation & la puissance, u(x)* ~ z* et donc
4 _ .4
’LL($) x:>0x
Méthode 2. Aussi,
4 2 2 2 at 4 2 at 4
ue) = u@Pu(@)? = (222 1o(s)] (a2~ T +o(s?)
= 2 +o <x4
x—0
o Enfin,
4\ _ 4 4 _ 4
O(’U,(.%') )x—) O(H} +O($ )) xzoo(x )
Or
g(u) = ap+aiu+ agu’® + azu® + agut + o <u4> .
u—0
Donc

g(f(x)) =, 0+ aru(z) + agu(z)? + azu(z)® + agu(z)* + o u(a:)4)
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Or pour tout z € R, g (f(x)) = « donc

_ 2 o 3 a2 4 4
$z:>0ag—i—a1:p—|—a2x —|—( 6 —|—a3)x +( 3 +a4>x —{—o(x).

Par unicité du développement limité,

a():O
CL1=1 a0:a2:a4:0
as =0 -~ a; =1
5t ag =0 05 =% =}
—%4-@4 =0
Conclusion,
3
_ r 4
g( )r:>0 T 6 +O(J;)




