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Correction Printemps 01
Intégration et trigonométrie

Solution de l’exercice 1
1. Soit n ∈ N∗. Par l’inégalité triangulaire, car π > 0, on a

|Jn| ⩽
∫ π

0

∣∣∣∣sin(x) x

n + x

∣∣∣∣ dx.

Or pour tout x ∈ [0; π], ∣∣∣∣sin(x) x

n + x

∣∣∣∣ ⩽ x

n + x
car x ⩾ 0 et n ⩾ 1.

Or n + x ⩾ n ⩾ 1. Donc 1
n+x ⩽ 1

n . De plus, x ⩾ 0, donc

x

n + x
⩽

x

n
⩽

π

n
.

Ainsi, ∣∣∣∣sin(x) x

n + x

∣∣∣∣ ⩽ π

n
.

Donc par croissance de l’intégrale car les bornes sont dans le bon sens, on a

|Jn| ⩽
∫ π

0

π

n
dx = π2

n
.

Or lim
n→+∞

π2

n
= 0. Donc par le théorème d’encadrement, (|Jn|)n∈N∗ converge et même

lim
n→+∞

|Jn| = 0.

Conclusion,
lim

n→+∞
Jn = 0.

2. Soit n ∈ N∗. Posons x = nu i.e. u = x
n . La fonction x 7→ x

n est C 1 sur [0; π] et du = 1
n dx. Donc par

changement de variable,

In =
∫ π

n

0
n

sin (nu)
1 + u

du =
∫ π

0
n

sin (x)
1 + x

n

1
n

dx =
∫ π

0

sin (x)
1 + x

n

dx =
∫ π

0
n

sin (x)
n + x

dx.

Par suite,

In + Jn =
∫ π

0
n

sin (x)
n + x

dx +
∫ π

0
sin(x) x

n + x
dx

=
∫ π

0
sin(x)n + x

n + x
dx

=
∫ π

0
sin(x) dx

= [− cos(x)]x=π
x=0

= 1 + 1
= 2.

Conclusion,
∀n ∈ N∗, In + Jn = 2.
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3. Par la question précédente, ∀n ∈ N∗, In = 2 − Jn. De plus, par la question 1 (Jn)n∈N∗ converge vers
0. Donc (In)n∈N∗ converge et

lim
n→+∞

In = 2 − limn→+∞Jn = 2.

Conclusion,
lim

n→+∞
In = 2.

Solution de l’exercice 2
Soit x ∈ R. On a les équivalences suivantes :

−4 sin (x) cos(x) ⩾ 1 ⇔ −2 sin (2x) ⩾ 1

⇔ sin (2x) ⩽ −1
2

⇔ ∃k ∈ Z, −5π

6 + 2kπ ⩽ 2x ⩽ −π

6 + 2kπ

⇔ ∃k ∈ Z, −5π

12 + kπ ⩽ x ⩽ − π

12 + kπ.

Conclusion, l’ensemble solution est

S =
⋃

k∈Z

[
−5π

12 + kπ; − π

12 + kπ

]
.
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