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Correction Printemps 06
Séries / Equations complexes

Solution de ’exercice 1

1. On observe que par récurrence, pour tout n € N, u,, > 0. Deés lors, pour tout n € N, e™%» < 1 et donc
Vn € N, Upt+1 < Up car u, = 0.

Donc la suite (uy), oy est décroissante et minorée par 0. Ainsi, par le théoréme de convergence mo-
notone, la suite (uy), cy converge. Notons ¢ sa limite. Pour tout n € N, u,41 = e~ " u,, donc par
passage a la limite, continuité de x — e~ x en £ et la caractérisation séquentielle de la continuité,

(=ety N (=0 0U 1=e¢* PN {=0.

Conclusion,

la suite (un), oy converge vers 0.

2. On ne peut pas en déduire la nature de Z uy, seulement que cette série ne diverge pas grossierement.
neN

3. On pose pour tout n € N, v, = In (u,). Par la relation de récurrence, on a donc pour tout n € N,

Upy1 = 1n (Un+1)
=1In (e7"" uy)
= —up + In (uy)
= Up — Up.
Des lors,
Vn eN, u,=uv,— vps1.
En sommant, on reconnait une somme télescopique :

n

n
YneER, Y uk=> (Vk—Vkt1) =00 — Upt1.
k=0 k=0

Conclusion,

n
Vn € N, Zuk = V9 — Un+1-

k=0
4. On sait que lim wu, = 0 donc
n—-+4o0o
lim v, = lim In(u,)= —o0.
n—-+4o0o n n—-+o0o ( n)

Par la question précédente, on en déduit que

n

lim U = +00.
nHJrookZio K

Conclusion,

Z uy, diverge.
neN
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Solution de I’exercice 2

1. Soit z € C\ {i}. Puisque z # i, on note que A # M et i — z # 0. On a les équivalences suivantes :

AMN rectangle en M
R S T
& (MAMN)= 3 Il

& arg(zy —zn) —arg(za —zm) = 5 7]
; =T
& arg(z (z +z+ ))—arg(z—z):2 [7]
221

& arg Z )E;T [7] cari—z #0

22+1 R
&

z—1

2 +1 (22+1)
& - =— .

zZ—1 zZ—1

2241 zZ2+1
& - = ——

zZ—1 Z+1
& ]2\22+i22+§+i:—(|z]25+z—i§2—i) car z — 1 #0
& |Pr+it4z+i=—|ZPz-z+iF2 +i
& |z\2(z+§)+i<22—§2>+2+220
& 2Re(2)|z2P+i(2—2)(24+7) +2Re(2) =0
& 2Re(2)|z|* +1i(20) Im(2)2Re(z) + 2Re (2) = 0
& Re(z) =0 OU [z]>—2Im(2)+1=0
& z€iR OU |z —2Im(2)+1=0.

Posons a = Re(z) et b = Im(z). Alors,

2* —2Im(2)+1=0 &  a®+b>—204+1=0
& a2+ 0b-1%=0
& a=0ET b=1
& z =1.

Or par hypothese, z # i. Conclusion, I’ensemble solution est

|7 = iR\ {i} |

2. Soit z € C\ {i} Pour étre un triangle rectangle isocele en M, il faut notamment étre rectangle en M.
Donc par la question précédente, on sait déja que z € iR\ {i} i.e. il existe b € R\ {1} tel que z = ib.
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Méthode 1. On a alors les équivalences suivantes,
AMN isocele rectangle en M
AM = MN
|2m = zal = |zn — 2m]
|zar — zA\Q = |zn — zM|2 car les modules sont positifs
2
lib—i|? = ’(ib)2 +ib+1-— ib‘
2
if* b= 1 = |02 + 1|
2 2 2 2
(b—l):(b—l) carb—1€eRetb"—1€R
(b—1)2=0b-1)>20b+1)
b—1=0 0oU 1=(b+1)

b=10U b+1=10U b+1=-1
b=0 OU b=-2

teec e ¢ ¢ OO

& z=0 OU z=—24.

Conclusion, ’ensemble solution est

|7 = {0;-2i} .|

Méthode 2. Pour que AM N soit isocele rectangle, il faut et il suffit que N soit 'image de A par la
rotation de centre M et d’angle 5 ou —F. On obtient donc les équivalences suivantes :

AMN isocele rectangle en M

& Phz4l=e¢2(i—2)+2 0U 22 +z2+1=¢"2(i—2)+2
& — b2 4ib+1=1i(i—ib)+ib OU —b*+ib+ 1= —i(i—ib) +ib
& —b+ib+1=-1+b+ib OU — b’ +ib+1=1—b+ib
& V¥ +b-2=00U ¥ -b=0
& b—1)(b+2)=00U b(b—1)=0
car 1 est une racine évidente de la premiére équation
& b—2=0 0Ub=0 car b # 1

& z=—21 OU z=0.

Conclusion, on retrouve le méme ensemble :

’5”:{0;—22'}.‘




