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Correction Printemps 07
Probabilités / Equations différentielles

Solution de I’exercice 1

1. Notons X le résultat du dé et V I’évenement « obtenir une boule verte ». On cherche P (V). Puisque
(X = i>i€[[1;6]] forme un systéme complet d’événements, par la formule des probabilités totales,

6
P(V)=) P(V|X=i)P(X=1).
=1

Puisque le dé est équilibré, X ~ 7% ([1;6]) i.e. pour tout i € [1;6], P(X =1i) = %. D’autre part, pour
i € [1;6], si X =1 est réalisé, 'urne contient i boules vertes et 6 —i boules rouges. Donc en effectuant
un tirage uniforme parmi les boules : P (V' | X =) = ¢. Ainsi,

6 6
71 1 16x7 7
P V — —_— = — ) = — = —.
¥ ;66 3612::11 36 2 12
Conclusion,
7
P(V) = —.

2. On cherche P(X = 6| V). Par la question précédente, P (V') # 0. Donc par la formule de Bayes,

V|X=6)P(X=6)
P (V) '

B(X=6|V)= "L

Par la question précédente, P (V) = 5 et nous avons vu que P (X = 6) = et P(V|X=6)=1
('urne ne contient dans ce cas que des boules vertes). Donc

1/6 2
P(X = =—— = .
( 61V) 7/12 7
Conclusion,
2
P(X=6|V)= -

3. Au lieu de piocher une seule boule, on en pioche cing sans remise. On garde toujours la variable X
mais l'on note désormais V; I’événement « piocher une boule verte au tirage i » et W I’évenement
« piocher 5 boules vertes ». On cherche donc P (W) et on observe que W =ViNVanNVaNVyN V..
Puisque (X =1) ie[1:6] forme un systeme complet d’évenements, par la formule des probabilités totales,

6
P(W)=> P(Wn(X=1i).
=1

On note que si X < 4, alors I'urne ne contiendra pas 5 boules vertes, il sera donc impossible de réalisé
W. Donc (X < 1) est incompatible avec W. Ainsi,

P(ViNnVanVa)=P(WN(X=5)+P(WnN(X=6)).

D’une part, si X = 6 alors, il n’y a que des boules vertes dans I'urne et donc W est automatiquement
réalisé i.e. (X =6) CW et donc WN (X =6)= (X =6). Dou

P(WN(X=6)=P(X=6)=.
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D’autre part, par la formule des probabilités composées,

P(WN(X=5)=P(Vs|(X=5)nVinVanVsNViy)
P(Va| (X =5)nVinVanVs)
P(V3| (X =5)NViNnTh)
P(Va [ (X =5)nW)P (V1| X =5)P(X =5).

On sait que P (X =5) = %. Puis, si X =5, alors 'urne contient 5 boules vertes parmi 6 :

5
B(Vi|X =i)=2.

De méme si (X =5) N V] est réalisé, on avait 5 boules vertes puis I'on en a retiré une. Donc il nous
reste 4 boules vertes parmi 5 :

P(Vs | (X:i)ﬂVI):g.

De méme, pour les autres probabilités :

1 5 4 3 2 1 1
]P X: = — — — — — _ = —
(Wn( 5)) X e XEX1%3%3 38
Ainsi,
1 1 7
]P) = — _— = —
W) 6+36 36
Conclusion,
7
P(W)=—.

Solution de I’exercice 2 Soit A le discriminant de X? +2X +3. Ona A =4 — 12 = —8 < 0. Donc pour

tout © € R, 22 + 2z + 3 # 0. Ainsi, on note que les fonctions a : = — —wﬁ”;;is et b:x — 3x+ 2 sont

continues sur R donc (E) admet des solutions. L’équation homogene associée a (E) est

20 +1
Ey) : Vr € R, () — ————y(x) =0.
(Eo) V(@) = oy 3Y@
Puisque a : x — —mg%fi; 1+3 est continue sur R elle admet des primitives sur cet intervalle dont

A:mr—>—ln(’x2—|—2:p+3‘):—ln<:L‘2—|—2:L‘—|—3>.

Donc
Vr € R, e AW@) — on(a®+20+3) _ 2 + 2x + 3.

Ainsi, ’ensemble des solutions de (Ep) est donné par
R — R R —- R
yo_{ z — C(2°+2z2+3) |C€R} —Vect< r — 22+22+3 )
Procédons maintenant a la méthode de variation de la constante. Posons
o yo:x— a2+ 22 +3,

e y une fonction dérivable sur R,

—
e A e
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Puisque pour tout z € R, yo(z) # 0, on en déduit que A est bien définie. De plus, yo est bien dérivable sur
R et y aussi par hypothese donc par quotient, A est dérivable sur R et on a y = Ayg. Par suite, on a

20+ 1
2242z +3

& Vr € R, N(z)yo(x) + Mz)yh(x) —

y solution de (F) & Vo € R, y'(x) — y(x) =3z +2
2z 41
242z +3

=0 car yoES

AMx)yo(x) = 3x + 2

& Vx € R, N(x)yo(z) = 3z + 2

3z + 2 3z + 2
Vr € R N(z) = = ‘
& z € R, (x) (@) 2043 car yo(x) # 0

Posons Vr € R, u(x) = 2% + 2x + 3. La fonction u est dérivable sur R et Vo € R, v/(z) = 2z + 2. Dés lors,
on observe
3z + 2 3 242 1 3 242 1

Vo € R, — — S _ ]
v P +20+3 222+20+3 22+20+3 222420+3 (241242

342

La fonction z — 2242243

par

est bien continue sur R donc admet des primitives sur R dont I'une est donnée
3 z+1
F:x— =1 2 3 t — .
x 2n(‘x + 22 + D \/iarcan(\/§>
Ainsi,

y solution de (F)

1 1
& IC e R, Vz € R, AMz) = g (a: +2m+3)—ﬁarctan (CE\—/B)%—C
& JCeR, Vz eR —<3 T +2x—{—3)—1arctan( +1)—|—C) (x2—|—2x—|—3>
) ) y 2 \/i \/i *

Conclusion, ’ensemble solution est

R — R
y_{ T = %1 (2% + 22+ 3) — Tarctan(%)—i—C)(l‘ + 2z + 3) ‘CER}'




