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Correction Printemps 09
Représentation matricielle /
Continuité-dérivabilité

Solution de I’exercice 1

1. Par définition, f est linéaire. De plus,

2 -1 -1\ /2 -1 -1 2 -1 -1
A2=11 0 —=1||1 o =1|=1]1 0 -1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0

Donc A% = A. Ainsi, f? = f. Conclusion,

‘f est un projecteur de Ry[X]. ‘

2. Par la question précédente, on en déduit directement que

[Im (f) ® Ker (f) = Ro[X]. |

3. Par ce qui précede, (P1, Py) = (X +2,X?+2X +1) est une base de Im (f). D’autre part, (P3) =
(X 243X + 3) est une base de Ker (f). Donc par le théoréme de la base adaptée,

B = (P, P, P;) = (X +2,X2 42X +1, X2+ 3X + 3) est une base de Ro[X].
Puisque f est un projecteur, on sait que Im (f) = { P € Ro[X] | f(P) = P}. Donc,
f(P)=~hP et f(P) = Ps.

Enfin, puisque P3 € Ker (f), f (Ps) = Og,[x]- Conclusion,

maty (f) =

S O =
O = O
S O O

Solution de ’exercice 2

1. Pour tout z # 0, |z| > 0 et donc In (|z|) existe. Pour = # 0, L et donc cos (%) existent aussi. Enfin

pour tout z # 0, on a

YD) existe & In(|z]) # 0 & |z| # 1 & x¢{-1;1}.

De plus f(0) est bien définie. Conclusion,

| Vensemble de définition de f est R\ {~1;1}. ]

Notons 2 =R\ {—1;1} cet ensemble.
2. Montrons que f est une fonction paire.

e L’ensemble Z de définition de f est centré en 0.
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o Pour tout x € 2\ {0}, on a, par parité de |-| et de cos,

f(—z) = (_33)2) Cos (—1x) = ln:(E|2:L'|) cos (;) = f(x).

- In(]—z]

De plus si x =0,

Conclusion,

3. Pour tout x € ]0;1[, on a

f) = 1ng(c|2x) o8 (i) - 1&1) o8 C:) '

cos (%)‘ < 1. Donc pour tout x > 0,

Or pour tout = € R*,

2
X
< .
|f(x)|\‘ln(x)
Or ) )
lim ——=—=0.
z—01In(x) —o0
x>0

Donc (pas de forme indéterminée inutile de sortir ses gros sabots de croissance comparée),

$2

alclgtl) In (x)
>0

Donc par le théoreme d’encadrement lim, o |f(z)| = 0 i.e. limy—o f(z) = 0. Puis par parité,
>0 x>0
lim f(z) = lim f(a) = 0.
<0 >0
Ainsi,
lim f(z) = lim f(z) = f(0).

z—0 z—0
<0 >0

Autrement dit

’ f est continue en 0. ‘

4. Appliquons le théoréme de prolongement de fonction de classe €.
o La fonction f est définie et continue sur |—1; 1].

o La fonction f est € sur ]—1;1[\ {0} en tant que produit et composée de fonctions ¢! sur cet
ensemble. De plus pour tout « € |—1;1[\ {0}, on a

ro= (e (2)
T 22 (In (|z])) 22 a
w5 () meEm () = 6)
x 2L 22 .
= lrj\xl) cos (;) — m cos (i) + hl(|$’)x12 sin (31;)

B 2x cos (%) T COos (i) sin (%)

mel)  WZ(z) ()
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Donc par l'inégalité triangulaire et le fait que pour tout ¢ € R, |cos(t)] < 1 et |sin (¢)| < 1, on

obtient que pour tout x € |—1;1[\ {0}

2|z || n 1
()|~ n®(Jzf) ()]

[f ()] <

Or (toujours pas de croissance comparée, non non)

2] N , 1
lim —~— — hm27= lim ——
::tr;)(l)] IIn (|z])| 2;8 In® (|z|) @;8 |In (|||

Donc par encadrement on obtient
lim |f'(z)| = 0.

z—0

x#0
Donc
lim f'(z) = 0.

z—0

x#0

£(0) = 0.

=0.

De ces deux points et du théoréme de prolongement ¢!, on en déduit que | f est € en 0| et



