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TD10
Calculs réels

Exercice 1 Soit a € R dont on précisera a chaque fois les valeurs possibles pour que

les expressions soient bien définies. Simplifier les expressions suivantes.

1L A=v2+V3(V3-1)v2.

— V243
2B =I5

3. C=+\a+1-2/a+/a+1+2/a.
DZ\/(a+1)2—4a+\/(a—1)2+4a.
E=vVa+2J/a—1++a—2ya—1.

F=V9-4/5+V9+4/5
G= \/1 4+ 2017+/1 + 2018 x 2020 Indication : poser X = 2019.

H=(V3+1)vV9-5V3—(V3—1) V9+5V3.

Exercice 2 Pour chaque équation, déterminer I’ensemble des réels & € R solutions.

®© N o oA

1. 22+V2z—-1=0. 2. 23422 —5x+2=0.

3. (=1 (x4+2)(z+3)=(z+4) (z—-2)(x+1).

4. z*—222—-3x—-2=0. 5 6z*—22-1=0.

6. 6z*—132%+ 1222 — 13z +6 =0. 7. 2t 4323 4+422+3x+1=0.
8. x84+ 223 — /323 -6 =0. 9. e®® —5e% 46 = 0.

10. €2* 456" +6 = 0. 11. €37 —2e2* —5e% 46 = 0.

12. In?(z) — 31In(z) +2 = 0. 13. In?(z) — 2In(z) + 3 = 0.

14. 41n*(x) +8In(z) +3 = 0.

Exercice 3 Résoudre dans R les systemes d’équations suivants.

r+2y—z=1 r+y+z=4

r+2y=4
1 5 __3 2.02x+y+32=-2 3. 02r —y+22=2
vy —x+y+z=-1 rz+4y+2=10
—r+4y—52=7 r+2y—z=1 r+y+z=1
4. §3x—5y+3z= -1 .8 x—y+2z=2 6. Sz —y+32=2
T+3Yy—Tz=2 3z—y+z2=3 2 —y+2=0

(S11)

(S13)

20 +y+2=3
3r—y—22=0
r+y—z=-2
r+2y+z=1

r—y+z+t=5
20+ 3y +4z+ 5t =8
3x+y—z4+1t=7

204+ 5y — 82 =28
dr+3y—92=9
20 +3y —52=7
T+ 8y —T7z=12

20 +2y—z+t=4
dr+3y—2+2t=6
8+ 5y —3z+ 4t =12
3r+3y—224+2t=6

r+y+z+it=1
r—y+2z—-3t=2
20 + 4z + 4t =3

204+ 2y + 32+ 8 =2
5 +3y+924+19t =6

20 +y—z+t=1

3r —2y+22—-3t=2
or+y—2+4+2t=-1

2 —y+z2—-3t=4
r+3y—22+5t—-Tu=3
r4+2y —9z+ 4t —6u=—1
20 —y+T7z—-3t+du=2

r—y—2t+3u=2

(S10)

(S12)

(S14)

Exercice 4 Résoudre dans R les systemes suivants :

wHy+z+t=1
T+2y+3z+4t =2
3r—y—32+2t=5
5y +9z—t=—6
T+2y+32=0
20 +3y—2=0
3z4+y+22z=0

r+y=1
y+z=0
r—y=1
20 +3y=0

20+ Ty+32+t=5
r+3y+52—-2t=3
r+5y—92+8t=1
5z 4+ 18y + 4z 4 5t = 12

3z +6y+52+6t+4u=14
5 +9y + 7z 4 8t 4+ 6u = 18
6z + 12y 4+ 132 + 9t 4 Tu = 32
4z 4 6y + 62 + 5t + 4u = 16
20+ 5y +4z+5t+3u=11

r+y+z+t+u="7

3z +2y+z+t—-3u=-2
Y+ 2z + 2t + 6u = 23
Sr+4y+32+3t —u=12
z+3y+2z=0

2c —y+32=0

3z —5y+42=0

T+ 1Ty +42=0
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Exercice 5 Pour chaque inéquation, déterminer I’ensemble des réels x € R solutions.

1. 22—-5x4+6>0 2. 2t4+22-1>0 3. —22242x—-3>0
4. 23 +322-4<0 5. a* =223 4+ 322 -22+2>0

6. 6x*— 1723 —1322+33:—-9<0 7. ;24;1 >1

8. 2% 9. e —2e*-8>0 10. e** +6e*+8 <0

11. e** —5e” +4 > 0 12. In*(x) — 7ln(z) +12 >0

Exercice 6 Pour chaque équation ou inéquation, déterminer I’ensemble des réels
x € R solutions.

L. |[z+3|=5 2. Jz+3/<5 3. 2z — 5| = |2% — 4
4. |4—z| =2 5. | +a—3] =z 6. |lr+2(+[3x—1]=4
7. xlr|=3x+2 8. w+lz]=2 9. |a?—6x+4|<1
10. x +2 < |2z — 5| 11. 22 — 4| < |z + 2| 12, |z + 12| < |22 — 8|
13. [2z — 4| > |22 — 4| 14, 2 < 2o+ 1[+1 15. 2+ 2 < |z +4/+3

16. 22 —4|z|+3 >0 17. |z 43| > |2? — 3| 18. |z +2| > ==

14z

Exercice 7 Pour chaque équation ou inéquation, déterminer I’ensemble des réels
x € R solutions.

r+5=+z+11 r=1+vz2 -2
r+1<vVr+2 r+3<Vr+5

322 -3z —4vV22 —z+3=6
V2x+3—Vr+2=2

10. V3—z—Vo+1>3

[x+1 [x+2
12 r+2 < x+1

Exercice 8 Soit x € R tel que v/41 +x + /41 — 2 = 4. On pose X = /41 + x et
Y = 41 —x.
1. A laide des valeurs de X +Y et X* + Y4, déterminer les valeurs possibles de
XY.

1. 2
3 4
5. 2 -1<2—x 6.
7. z4+Va?—br+4<2 8

©

2
2z
11. 22+ 1 < Va2 + 8

13. V6—2+V3—z=Vx+5++V4-3z

2. En déduire ’ensemble des valeurs possibles de .

Exercice 9 Pour chacune des équations ou inéquations, déterminer ’ensemble des

réels x € R solutions.
1. |z =3 =]z —1] 3.V |x?2 =4 < |z — 1

4. /Jr +2] < |z — 10|

2. ]z -3 <z -1

5. V1—=2zx=|x+7|
Exercice 10 Soit m € R. On souhaite déterminer I’ensemble des réels x € R tels que
(E) : \/xQ—m—l—Z\/xQ—l:x.

2 >=m

22> 1

x>0

\/(azQ —m)(z?2—-1)= —mfl — 22

2. En déduire que (F,,) n’admet des solutions que si m € [0; %] et que dans ce cas,
(Ey) posséde une unique solution que l'on précisera en fonction de m.

1. Montrer que (E,,) est équivalente &

3. Vérifier votre résultat pour m =0 et m = 1.

Exercice 11 Démontrer les inégalités suivantes.

1. Va,b € R, a<Va2+ 12 et |a] < Va2 + b2
2. Va,b € [0;1], a®>+b*—ab< 1.
3. Va,b e Ry, 1+4++Vab<1+ayvl+b.
4. Va,b€R, ab< CHE
5. Va,b,c € R, ab+bc+ca<a®+b>+c2
6. Va,b € R7, % (In(a) +1n(db)) < In (%)
7.Ya,b€R, (a+b)' <8(a*+0bY).
Exercice 12 Démontrer les inégalités suivantes.
LVe,yeR, |z[+ |yl <|lz+yl+|z—yl
2. Vo,yeR, 1+|zy—1|< A+ ]z—1) 1+ |y—1)).

Exercice 13 Démontrer les inégalités suivantes.

1. Ve e Ry, sin(z) < z. 2. Vz eR, |[sin(z)| < |z|
3. VxeR:, In(z)<z-—1 4.V eR, z+1<e”
5. Vx € ]—%;g[, |z| < |tan(z)]. 6. Vo € R, ee::z_z < |zl

Exercice 14 Montrer que pour tout = > 0, x — % <In(1+ ) < z et que pour tout

T e [%;O}, r—22<In(l+z) <z — 12—2 En déduire lim,_, w

3
Exercice 15 Montrer que pour tout € R, |z — sin(z)| < %.
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