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Chapitre XVI : Les polynoémes

Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou le corps C.

Introduction

Formellement, on définit un polynéme comme une suite (ag,as, az, as, ...,a,,...) € KN a valeurs dans K, dont tous
les termes sont nuls a partir d’un certain rang.
Par exemple, le polyndme 4X7 4+ 2X% — X5 4 2X3 — 8X — 12 s’écrit comme la suite

(-12,-8,0,2,0,—1,2,4,0,0,0,0,...).

Il est assez facile de vérifier que la somme de deux suites ayant un nombre fini de termes non nuls (donc de deux
polyndmes) est encore une suite ayant un nombre fini de termes non nuls : pour n,m € N avec n > m,

(ao,al,...,am,...,an,O,O,...)+(b0,b1,,...,bm,0,0,...):(a0—|—b0,a1+b1,...,am+bm,am+1,...,an,0,0,...).

On peut multiplier également une suite ayant un nombre fini de termes non nul par un scalaire A € K et obtenir une
suite ayant un nombre fini de termes non nuls : pour n € N,

A(ag, a1y .y Qmy ..y 0n,0,0,..) = (Xag,Nay, ..., an,0,0,...).

On appelle maintenant 1 la suite (1,0,0,...), qui est bien un polynéme, X la suite (0,1,0,0,...) qui est aussi un
polyndéme, X2 la suite (0,0, 1,0,...) et ainsi de suite : pour tout k € N,

Xk =(0,0,...,0, % ,0,...).

position k

On s’apergoit alors que
(ag,a1,a9,...,a,,0,0,...) =ag+ a1 X +as X+ -+ a, X"

Le grand X désigne l'inconnu des polynomes et n’est donc pas un réel. L'utilité des polynomes est de définir des
opérations algébriques sans donner la nature explicite de X puis de transposer ces résultats a tout ensemble d’objets
mathématiques pourvu qu’il soit compatible avec quelques regles élémentaires d’addition et de multiplication (les
réels, les matrices, les fonctions,...).

I Définition

Définition I.1
« On appelle polynéme P tout n + 1-uplet, n € N, de K : (ag, ay,...,a,) € K" que 'on écrit

P=ag+a X+aX?’+ - +a, X"

o Le scalaire aj, est appelé le k-ieme coefficient de P.

o On note K[X] I’ensemble des polynémes a coefficients dans K.

Remarque 1 :

o De la méme fagon que ¢ = (0, 1) est un complexe que ’on ne présente pas & chaque raisonnement, [’indéterminée
X n’est pas une variable. On dira donc : soit P € K[X] le polyndéme définit par P = 1+ X + X? et non soit P
le polynome défini par X — 1+ X + X2 ou encore défini pour tout X € K, par P(X) =1+ X + X2

o L’étude des polynomes de fagon formelle (en gardant I'indéterminée X') peut par la suite s’appliquer & obtenir des
résultats sur les réels par exemple en s’intéressant &  — 2 +x + 1, sur les fonctions en regardant fo f+ f +1d,
sur les matrices en regardant A? + A + I,,. On peut méme appliquer les polynémes... a des polyndmes! en
regardant 1 + P + P? (cf plus loin pour le produit de polynomes).

o Les polyndmes constants s’écrivent simplement P = ag € K et donc on injecte K C K[X].
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¢ On note parfois P = Z?:X(’) ap XX, avec la convention X% = 1, le polynéme P. Cela implique que les coefficients
ay, sont tous nuls a partir d’un certain rang.

e On appelle polynéme nul le polynéme dont tous les coefficients sont nuls.
e Deux polynomes sont égaux si et seulement si leurs coefficients coincident :

“+o0o “+o0
P=> aX"=> bX"=Q & VkeN, ap = by.
k=0 k=0

— )

+oo +o0
Soient P = Z arX¥ et Q = Z b X* deux polynomes de K[X].
k=0 k=0

o (Addition). On pose P + @ le polyndme défini par
+o00
P+Q=> (ax+br) X"
k=0

o (Multiplication). On pose PQ le polyndéme défini par

400 k
PQ = Z <Z aibk_i> Xk.
k=0 \i=0

o (Multiplication par un scalaire). On pose A P le polynéme défini par

+oo
AP = dapX".
k=0

\ J

Exemple 2 :

1. Onpose P=14+2X —3X?2+ X3 et Q = X — X2, Calculer 2P, PQ et P + Q avec les formules et montrer que
cela correspond aux calculs classiques.

Soient P et () deux polynomes de K[X], n € N. On pose P = >, _ a,X*. On définit alors la composée P o @ par

PoQ=P(Q) =) aQ"
k=0

Exemple 3 : Soient P =1+ X + X2 et Q =1+ X. Calculer Qo P et Po Q.

Exemple 4 : Pour tout P € K[X], on a P o X = P. On note alors souvent P(X) =Po X = P.
Attention cependant & ne pas confondre P(X) qui est une composition et PX qui est un produit ou plus généralement
ne pas confondre P(Q) et PQ.

- )

e Soit P = Z;::) apX* un polynome, on définit le degré de P par

max{k €N |ap,#0} siP#0

deg (P) =
g (P) {—oo siP=0

e Un polynéme ayant un seul coefficient non nul R = a, X™ est appelé un monoéme.

e Si P = sz}) arX* # 0 et n = deg(P) € N, alors le coefficient a,, est appelé le coefficient dominant
de P et le mondéme a, X" le terme dominant de P. Le polynéme P s’écrit alors P = ZZ:O apX* =
an X"+ -+ a1 X + ag.

e Si le coefficient dominant du polynome P est égal a 1, on dit que le polynéme P est unitaire ou normalisé.

\ J
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Soient P, @ € K[X] et A € K.
1. deg (P + Q) < max (deg (P),deg (Q)), avec égalité si deg(P) # deg(Q).
2. deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

deg(P) siA#0
3. deg (A P) = {_OO( )si)\:O

4. deg (P o Q) = deg(P) x deg(Q) si Q # 0.

\.

Exemple 5 : A connaitre.
L’anneau K[X] est integre. Soit (P, Q) € K[X]?, montrer que PQ =0 = P=0 oU Q = 0.

Pour tout n € N, on note K,,[X] 'ensemble des polyndémes de K[X] de degré inférieur ou égal a n.

K.[X] = { P € K[X] | deg(P) < n}.

—CEE
Soit n € N. L’ensemble K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].
1. L’ensemble K,,[X] est inclus dans K[X] : K, [X] C K[X].
2. Le polynéme nul est dans K, [X] : 0 € K,,[X].
3. L’ensemble K,,[X] est stable par combinaison linéaire : V (\, p) € K, V(P, Q) € K, [X], on a

AP+ uQ € Ky [X].

\.

n
Exemple 6 : Soient n € Net P = Z ar X" € K[X].
k=0

n
1. Pour tout o € K, on définit le scalaire P («) par P («) = Z apa®.
k=0

n
2. Pour toute fonction f € . (K, K), on peut définir la fonction P(f) par P (f) =Y axf*, ol f¥ = fx fx--

k=0
et f0=1: ]Ii :; ]F

n
3. Pour toute fonction f € .Z (K, K), on peut définir la fonction P(f) par P (f) = Zakfk, o f¥=fofo--
k=0

et fO=1d.

n
4. Pour tout A € 4, (K), on définit la matrice P(A) par P(A) = ZakAk, o A% = I,
k=0

Exemple 7 : Si P =1+ X? —2X?. Pour a = 2, calculer P («). Pour f : x — z+ 1, calculer P(f). Pour A = ((1)
calculer P(A).

Soient n € Net P = Z ap X" e K[X]. On appelle fonction polynomiale associée & P la fonction
k=0
P : R—K
x — P(x).

\
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Exemple 8 : Si P =4+ 2X — X +12X* 4+ X9, alors la fonction polynomiale associée & P est P : & — 4 + 2z —

23+ 122% + 9.
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IT Dérivation

Soit P =31 _,a,X* € K[X]. On appelle polyndme dérivé de P noté P’ le polynéme défini par
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n n—1
P'=> kap X' =" (k+1)ap 1 X5
k=1 k=0

\

Remarque 9 :

o La définition ci-dessus est formelle et fonctionne pour tous les polynémes. De méme qu’il est maladroit et méme
erroné de présenter X comme une variable, on ne justifie pas que P est dérivable, car on ne parle pas dans cette
définition de taux d’accroissement.

« Bien entendu cette définition de dérivée pour les polynomes est cohérente avec la définition de la dérivée pour
les fonctions polynomiales : si P € % (R,K) est une fonction polynomiale, alors P est dérivable sur R (au

sens fonction) et de plus sa dérivée (]5), est la fonction polynomiale (P') associée a P’ (dérivée de P au sens
polynome).

_ h

Soient P, @ € K[X] deux polynomes et A, u € K deux scalaires.

1. Si deg(P) > 1, alors deg (P’) = deg(P) — 1.

2. Le polyndome P est constant si et seulement si P’ = 0.
3. (Linéarité). AP+ pQ) = AP’ + uQ'.

4. (Produit). (PQ) = P'Q + PQ’

5. (Composition). (Po Q) = Q' (P o Q).

\ J
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On définit par récurrence pour tout r € N, la dérivée r-iéme de P par

PO —p ot P+ = (PO’
Exemple 10 : (4 connaitre)
X" sir=20
Vn eN, Vr € N, (X”)(T): n(n—l)...(n—r—i—l)X"*T:(n%!r)!X"’T si0<r<n
0 siT > n.

- h

Soient P, @ € K[X] deux polynomes, A, u € K deux scalaires et n et r € N deux entiers.

1. Si P est non nul de degré n et si 7 < n alors P(") est de degré n — r.
2. Sir > n,alors P(") = 0.
3. (Linéarité). AP + pQ)"” = AP 4+ uQ™.
T
4. (Formule de Leibniz) (PQ)(T) = Z <l:> PRQr=k),

k=0
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Soit P € K[X] un polynéme de degré n € N (P non nul), alors pour tout a € K,

~ P®(a) 4
P(X+a)=)_ X
k=0
ou encore " )
P(X) = Pkl(a) (X_a)k
k=0 ’

\.

Démonstration. Soit n € N, P € K,,[X] et a € K.
Pemier cas, on suppose que a = 0. Alors, on a

n
P=> aX".
k=0
En calculant les dérivées successives de P, on obtient pour tout r € {1,...,n}

P=ay+a X+aX?’+a3X>+ - +a,X"
P =a; +2a:X +3a3X? +4as X3 + -+ na, X" !

P" =2ay +6a3X +4 x 3a, X% +5 x 4a5X> + - +n(n — Da, X" 2

1)! !
(r+ )G/T+1X+"'+ n n—r

1! (n—rm)!
(r) . .
L@. Ainsi, dans ce cas, on a bien

" P®(0
P(X)=>_ 714( ) x*.
k=0 ’

P = rla, +

Notamment P(M(0) = rla, i.e. a, =

Cas général, on reprend a € K quelconque. On pose Q@ = P(X 4+a) = Po (X +a). On a deg(Q) = deg(P) x

deg (X + a) = n x 1 = n. Par ce qui précede, on a

= QW(0)
Q_kzzo o X,

D’autre part, par dérivée de la composée, on a pour tout r € [0;n],

Q' =(Po(X+a)) =Po(X+a)

Q//:P//O(X+a)

QW =po (X +a).
Par conséquent, Q) (0) = P(")(a). Conclusion,

P(X+a)=Q=) “— o
k=0 '

k=0

En composant par X — a, on obtient également,

P(X)=P((X —a)+a)=P(X +a)o(X —a)=
k=0

*)
Remarque 11 : En particulier si h = 0 alors P =Y, _ ax X" =Y}_, %Xk et donc

(k)
VkeN, ag= P kl(O)

(la formule est facilement vérifiable pour k > n = deg(P) car alors aj, = 0 et P*) = 0)

/4

Q™ (0 " P (a
O 3~ PO

n. p) (a)
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IIT Division dans K[X]

Soit (P, Q) € K[X]? deux polynémes. On dit que Q divise P ou P est un multiple de Q si et seulement s’il existe
R € K[X] tel que P = QR. On note alors Q|P.

Exemple 12 :
1. Le polynéme (X — 1)(X + 2) divise (X — 1)%(X +2)(X2 +1).
2. Tous les polynoémes divisent 0 mais 0 ne divise que lui-méme.
3. Le polynéme X divise X° — 3X3 + X.
4. Le polynome X — 1 divise X — 1 pour n € N* car X" — 1= (X — 1) Z;é X*.

Remarque 13 : Soient P,Q, R, U,V € K[X].

Si Q|P et si P # 0 alors deg (Q) < deg (P).

La divisibilité est réflexive P|P.

La divisibilité est transitive si R|Q et si Q|P alors R|P.
Si U|P et si V|Q alors UV|PQ.

5. Si R|P et si R|Q alors R|[UP + VQ.

Attention, la divisibilité n’est ni anti-symétrique et encore moins symétrique.

- W o

Soient (P, Q) € K[X]. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. Q|P et P|Q.
2. Il existe A € K* tel que P =A@

Démonstration. (1) = (2). Si Q|P et P|Q, alors deg (Q) < deg (P) < deg (Q) et donc deg (P) = deg (Q). On sait
également qu’il existe R € K[X] tel que P = QR et donc deg(P) = deg(Q) + deg(R) = deg(P) + deg(R). Si P =0
alors P|@ implique @ = 0 et donc (2) est vrai. Supposons P # 0 i.e. deg(P) € N. Alors deg(R) = 0 c’est-a-dire R est
constant et non nul, R =\ € K* et donc P = A Q.

(2) = (1) est évident. O

_ )

Soient (A, B) € K[X]? avec B # 0. Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

A= BQ +R,
deg(R) < deg(B).

Le polynéme R est appelé le reste et ) le quotient de la division euclidienne de A par B.

\ J

Démonstration. Existence. On fixe un polynéme B = ZZL:O b X*. On pose alors pour tout n € N, la proposition
Pn) : «VAeK,[X], I(Q,R) eK[X], A=BQ+R et deg(R) < m. »

Démontrons par récurrence que &?(n) est vraie.
Initialisation. Supposons n = 0 et fixons A = a € Ky[X] = K. Premier cas, m = 0 alors B = b € K*. Donc le couple

(Q,R) = (%,0) est solution :

a= %b—i— 0 et deg(0) = —o0 < 0 = deg(B) = m.

Second cas, m > 0 alors, le couple (0, a) est solution :

a=0xB+a et deg(a) =0 < m.
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Par conséquent, Z(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie et montrons que & (n + 1) est vraie. Fixons A € K, 1[X].
Premier cas, deg(A) < m, alors (0, A) est une solution car

A=0xB+ A et deg(A4) < m.

Second cas p = deg(A) > m alors A =) 7_, a;X". Posons

m

P
_ p yp—mp _ 2 : k } : Gp —m+k
A1 =A- EX:D B = CLkX - Fkap

k=0 k=0 P
p—1 m—1
=, X7+ a X —a,x? - Y Zlbkxp—m“f
k=0 k=0 P
p—1 p—1
= Zaka - Z Zlbk_p+ka.
k=0 k=p—m P

Donc deg (41) < p—1 < deg(A) < n+ 1. Ainsi, A; € K,,[X]. Donc par hypothése de récurrence, il existe (Q1,R1) €
K[X]? tel que
A =Q1B+ Ry et deg (Ry) < m.

Des lors,

A= %XP*mB+Q13+Rl = (%X”*m+Q1)B+R1.

p p

=Q
En posant R = Ry, on obtient que le couple (@, R) € K[X] est solution :

A=QB+R et deg (R) < m.

Ceci étant vrai pour tout A € K,,41[X], on en déduit que & (n + 1) est vraie.
Conclusion. La propriété & (n) est vraie pour tout n € N.

Unicité. Soient (Q1, R1) € K[X]? et (Qa2, Ra) € K[X]? tels que

A=Q1B+ Ry et deg (Ry) < deg(B)
A=Q:B+ Ry et deg (R2) < deg (B)

Par soustraction, 0 = (Q1 — Q2) B+ R — Ry donc Ry — Ry = — (Q1 — Q2) B. Par conséquent, deg (R — Ra) =
deg (Q1 — Q2) + deg(B). Si Q1 # Q2, alors deg (Q1 — Q2) = 0 et donc

deg(B) < deg (R; — R2) < max (deg (R;),deg (R2)) < deg(B),

ce qui est absurde. On en déduit que Q1 = Q2 puis que R; = R».

Remarque 14 : B|A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Exemple 15 : Soient P € K[X] et o € K. Calculer le reste de la division euclidienne de P par X — a.
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Algorithme de la division euclidienne.

EN GROS,
CE SONT
LES NINJAS
LES PLUS
FORTS pU
VILLAGE...

.. QUi
RECOIVENT
LE TiTRE PE
"HOKAGE".

Exemple 16 : La division de X3 + X2 par X — 1 donne :

X3 +X? X - 1
—(X3 —X?) X2 42X +2
2X2 (
—(2X? -2X)
2X
—(2X -2) oAigee
- | UN JOUR, JE As-TU
+2 DEVIENDRA s

Donc X3 + X2 = (X2 +2X +2) x (X — 1) +2.

Exemple 17 : Calculer la division euclidienne de X3 4+ 2X? — X — 2 par X2 + 1.

Méthode de Horner.

Dans le cas ou l'on divise P par un polyndéme unitaire de degré 1 uniquement i.e. de la forme X — «, la méthode
ci-dessous permet d’obtenir les coefficients du quotient Q.

Soit P = ap X" 4 ap_1 X" 1 +--- 4+ a1X + ag. On calcule successivement les cases rouges du tableau ci-dessous :

2% Ap—1 Ap—2 t a ao

@ bp—1 =an bp—2 = aby_1 + an_1 bp—3 =ab,_2+ an_2 co bo = aby + ay r = abg + ag

Alors, les coefficients b; sont ceux de Q : Q = by 1 X" 1+ by, o X" 2+ ...+ b, X + by et r le reste :
P=Q(X —a)+r.

Notez qu’en évaluant en «, on obtient
r=P(a).
La méthode de Horner, permet donc aussi de calculer P («).

Exemple 18 : Soit P = 3X* — 2X3 4+ 6X2 + 5X — 2. Calculons P (3) et le reste de la division euclidienne de P par
X — 3 par la méthode de Horner. On a

Ainsi, on obtient P (3) = 256 et P = (3X3 +7X? + 27X +86) (X — 3) + 256.

Exemple 19 : Soit P = 3X% — X2 — 16X — 14. Calculer P (2) puis déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de P par X — 2.

Remarque 20 : Attention, la méthode de Horner (contrairement & la division euclidienne) ne fonctionne QUE lorsque
le diviseur est de la forme X — a.
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IV Racine d’un polynéme

Soient P € K[X] et o € K. On dit « est une racine de P si et seulement si P(«) = 0.

Soient P € K[X] et o € K. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. o est une racine de P

2. Le polynéme X — « divise P.

\. J

Démonstration. D’apres 'exemple pour tout « € K| il existe € K[X],ona P =Q (X — a) + P(«). Donc «
est une racine si et seulement si P(a) = 0 si et seulement si P = Q (X — ) si et seulement si X — « divise P. 0

Soient P € K[X]. Si aq,...,a, sont des racines distinctes de P alors [[7_; (X — ;) divise P.

Démonstration. On fixe a1, ..., a,, p scalaires distincts. On pose pour tout k € [1;p] la propriété suivante :
k
P(k) : «VPeK[X], sia,...q sont racines de P alors H (X —ay) | P ».
i=1

Initialisation. Si k = 1, d’aprés une propriété du cours, & (1) est vraie.
Hérédité. Soit k € [1;p — 1]. Supposons que & (k) est vraie. Montrons que & (k + 1) est vraie. Soit P € K[X] tel
que ag,...,ary1 soient des racines de P. Alors puisque ag11 est une racine de P, d’apres l'initialisation, il existe
Q € K[X] tel que

P=(X—ay1)Q.
Pour tout i € [1;k], o # ags1 donc P(a;) =0 = (a; —ag+1) @ () =0 = Q(a;) = 0. On obtient donc
a1,. .., sont des racines de (). Donc d’apres 'hypotheése de récurrence, on sait que Hle (X — ) |Q1ie 3Q: € K[X],
Q= Hle (X — a;) Q1 et donc

k k+1
P=(X-a)Q=X-ap) [[(X =) Qi = [[ (X — i) Q1.
=1 =1

Autrement dit, Hfill (X — ;) |P et donc Z(k + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout k € [1;p], L (k) est vraie et notamment & (p) est vraie ce qui démontre la proposition.

_ h

1. Tout polynoéme de degré n € N admet au plus n racines distinctes.

2. Tout polyndéme non nul admet un nombre fini de racines.
3. Soit P € K[X] et A une partie infinie de K. Alors

(Vz e A, P(x) =0) = P=0.
4. Soit (P, Q) € K[X]? et A une partie infinie de K. Alors

(Vz e A, P(z) =Q(z)) = P=Q.

\ J

Démonstration. Soit n € N et P € K,[X]. Si P admet strictement plus de n racines, alors d’apreés la proposition
précédente, il existe a,...,a,+1 € K, n+ 1 scalaires distincts tels que HZI% (X — ag) | P. Par conséquent, si P # 0,
alors n + 1 = deg ( Zi; (X — ak)) < deg(P) = n ce qui est absurde. Donc P = 0. Nous avons démontré le premier

point. Les autres points découlent directement de ce premier point. 0

o/id
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Remarque 21 : Ce résultat est souvent utile pour montrer qu'un polynéme est nul en montrant qu’il est de degré n
et posséde au moins n + 1 racines ou en montrant qu’il posséde une infinité de racines.
Exemple 22 :

e Montrer que la fonction sinus n’est pas une fonction polynomiale.

o Montrer que 'exponentielle complexe n’est pas une fonction (complexe) polynomiale.

Soient P € K[X], P # 0 et o € K, une racine de P. On appelle ordre de multiplicité de o entier m € N* tel
que
(X —a)™|P et (X — )™ ne divise pas P

Une racine de multiplicité 1 est dite simple et une racine de multiplicité 2 est dite double.

Remarque 23 :

o Cette définition est cohérente. Posons A4 = {p € N*(X — )" |P}. Si a est une racine on sait que (X — «)|P
et donc 1 € A. Donc A # (). De plus, puisque P # 0, pour tout p > deg(P), on a par considération sur le
degré que (X — a)? qui ne divise pas P. Donc .4 est majorée par deg(P). Donc .4 est une partie non vide et
majorée de N et admet une maximum qui est m.

o Le scalaire «r est une racine de multiplicité m € N de P si et seulement s’il existe @ € K[X] tel que
P=(X-a)"Q et Qa) #0.

e (X —a)™|P si et seulement si a est une racine de P de multiplicité d’au moins m.

~

Soit P € K[X], P # 0. Si a1,...,a, sont des racines distinctes de P de multiplicité my, ..., m, respectivement
alors
P
[ (X =)™ = (X —a1)™ (X —a2)™ x -+ x (X —a,)™" |P.
k=1

I r
J

Un polynéme de degré n € N possede au plus n racines comptées avec leur ordre de multiplicité.

I r
J

Soient P € K[X], P # 0 et a € K. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. « est une racine de P de multiplicité m.
2. P(a)=P' (a)=P"(a)="---=P™ D (a) =0et P (a) #0.

\ J

Démonstration. (1) = (2). Soient P € K[X], P # 0 et « une racine de P de multiplicité m € N*. Alors il existe
Q € K[X] tel que P = (X — )™ Q et Q (a) # 0. Par la formule de Leibniz, pour tout p € N,

p
P(p) — Z <i> ((X _ a)m)(k) Q(p—k)_
k=0
Or pour tout &k € [1;m], (X — a)m)(k) = (m"j’k)! (X — a)m_k. Doncsip<m—1,pourtout k<p<m—-1,m—k>1

et donc ((X — a)m)(k) () = 0. Ainsi P®)(a) = 0. Si p = m, alors

P (a) =) (’,Z) (X =)™ ® (@) QM (a) = mlQ () # 0.
k=0
(2) = (1). Soient P € K[X], P # 0 et a € K tel que P (o) = P (a) = P" (o) = --- = P(™=D (a) = 0 et P (a) #0.

Puisque P("™ # 0, on en déduit que n = deg(P) > m. Alors par la formule de Taylor,

" pk) (g " plh) (4 " pk) (4 -
P:kz_opkl()(X_a)k:ZP()(X_a)k:(X_a)mZPk'( )(X_a)k m.

=Q
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On en déduit donc que « est une racine de P de multiplicité d’au moins m. De plus Q () = M) 4 # 0. Donc

)
m!
« est de multiplicité m exactement. 0

Exemple 24 : Soit P = —2+5X —2X? —4X3 4 4X* — X°, Vérifier que 1 est une racine de P et calculer son ordre
de multiplicité.

Soit P € R[X] un polynome a coefficients réels et a € C une racine complexe de P.
Alors, @ est aussi une racine de P et de méme multiplicité que a.

V Factorisation

Soit P € K[X]. On dit que P est un polynome irréductible dans K[X] si et seulement si
1. P est non constant : deg(P) > 1.

2. Les seuls diviseurs de P sont les polynémes constants (non nuls) et les polynémes A P avec A € K*. Autrement
dit

P=AB = (deg(A)=0 ouU deg(B)=0).

\ J

Exemple 25 :
e Tous les polynémes de degré 1 sont irréductibles.
e Tous les polynémes de degré strictement plus grand que 1 possédant une racine ne sont pas irréductibles.
e La réciproque du point précédent est fausse : (X 24 1) (X 24 2) n’a pas de racine réelle mais n’est pas irréduc-
tible.

Exemple 26 : Le polyndme P = X? + 1 est-il irréductible dans C[X]? dans R[X]?

Soit P € K[X]. On dit que P est un polynéme scindé dans K[X] si et seulement s’il est constant ou s’écrit comme
un produit de polyndéme de de degré 1

Remarque 27 :

e Si P est un polynémes non constant, alors il existe aq,...,ag, non nuls et by, ..., b tels que

b b b
Pz(a1X+b1)(agX—|—b2)---(akX—|—bk):alag...ak(X—l—a—l) <X+a—2>(X—|—a—k>
1 2 k

Posons a = ajas...a; et x1 = —Z—ll, X = —Z—’;. Alors
P=a(X—21)(X —x2) - (X —xp),
ol les x; sont les racines de P (éventuellement se confondant). En regroupant les facteurs identiques, on écrit

P=a(X—-a1)™" (X —a)",

ou les «; sont les racines de P de multiplicité m;.

o Le fait que P soit scindé ou non dépend du corps K. Le polynéme X2 + 1 est scindé dans C[X] mais pas dans
R[X].

Tout polynéme non constant de C[X| admet une racine dans C. ]
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J

o Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.
o Tous les polynémes de C[X] sont scindés.

e Tout polynéme de degré n € N* admet exactement n racines comptées avec leur multiplicité.

\.

Pour tout P € C[X] il existe a,a1,...,0p € C et mq,...,m, € N* tels que

.

P:a,(X—Oél)ml...(X—ap)mp.

\.

.

Exemple 28 : Rappel, a connaitre : Dans C[X], pour tout n € N*

n—1 ) n—1 n—1 )
xro1=J(x-e™) et Y Xr=14x+oor Xt = ] (X ™).
k=0 k=0 k=1

Pour tout P € R[X] il existe a,a1,...,0p,B81,...,8¢,71,---,7g € Ret my,...,mp, s1,...,5, € N* tels que
P=a(X—a)™...(X—ap)™ (X2+BX +7)" .. (X248, X +7)",

avec pour tout k € [1;¢], 53 — 4y, <0.

\

\.

Démonstration. Soit P € R[X]. Par le théoréme il existe a,ay,...,a, € Cet mq,...,m, € N* tels que
P=a(X—-a)™ ... (X —a.)".

Quitte a les réindexer, on suppose que aq,...,q, sont réels tandis que apt1,...,q, sont complexes (non réels).
Puisque P est réelle, il est facile de vérifier que si w est une racine de P alors @ est aussi une racine de P. Donc pour
tout i € [p+1;r], a5 € {a1,...,ai—1, 541, o }. Par conséquent, il existe ¢(= (r —p)/2) € Net wy,...,wg € C\R
tels que

{wl,“'?quwilv"'vwiq} = {ap+17"‘7ar}'
De plus si w; est une racine de multiplicité s € N*, alors w est une racine de P, P’,..., P~ mais pas de P®).
Donc par passage au conjugué, on en déduit également que @ est une racine de P, P’,..., P®*~1 mais pas de P().

Autrement dit @ est une racine de multiplicité s également. De par ces considérations, on peut écrire

P=a(X—a)™ ... (X =) (X —w)” (X =)™ ... (X —wy)* (X —w7)™

=a(X —on)™ . (X —ap)™ (X? = 2Re (w1) X + |wi[*) " (X2 = 2Re () X + |wgl*) ™.

On pose f; = —2Re (w;) et v; = |w;|® qui sont des réels tels que B2 — 4v; = 4Re (w)” — 4 |w;|* < 0 car w; ¢ R. On a
alors bien

P=a(X—a)™. . .(X—ap)™ (X2+8X +7)" . (X248, X +7) 7"

O

Les polynomes irréductibles de R[X] sont
1. Les polynomes de degré 1.

2. Les polyndmes de degré 2 ayant un discriminant strictement négatif.

Exemple 29 : Calculer la décomposition dans R[X] des polyndmes suivants.

1. X*+1 2. X8-1 3. X541

12/14]



c
?{ ’
( A |
''''''''''''' Mathématiques PTSI, Chapitre XVI 2025-2026

Soient n € N* et P € K[X] un polynéme scindé de degré n. On note d’une part
P=a, X"+ - +a1X +ap

et d’autre part
P=a(X—-xz1)...(X —zp),

ou des x; sont éventuellement égaux entre eux. En développant, on obtient
P=a(X" -0 X" '+ 02 X" 2+ 4+ (=1)Pop, X" P+ + (=1)"0,) .

ou pour tout p € [1;n],

Op = E xil...xip.

1< < <ip<n

Ces formules permettent de relier les coefficients de P & ses racines. Notamment

Gy a
0'1:1'1+"'+$p:—n71 et Jn:$1$2...$n:(—1)ni.
2% 2%
Soient n € N* et P € K[X] un polynéme scindé de degré n. On note aq, ..., a, les coefficients de P et z1,...,z,
ses racines avec multiplicité. Alors
A a
T+ -tz =— n-l et xlxg...xn:(—l)"—o.
Ay, Qp

Exemple 30 : Déterminer les racines de P = 3X3 +9X? — 12.

Exemple 31 : Soient P = X2 + pX? + ¢X +r € K3[X]. On suppose P scindé dans K et on note x1, z2 et a3 les
racines de P. Exprimer 2% + 23 + 23 en fonction de p et q.

_ )

Soient p € N*, (z1,...,x,) € KP des réels ou des complexes distincts, P € K[X] un polynéme et

Q=X-z1)( X —z2)...(X —x,).

Alors il existe E € K[X] un polynéme et (aq,...,a,) € KP des réels ou complexes tels que
P(X) g o
——~ =F(X)+ qrcoc 4 :
Q(X) (X) X-—n X —zp

Remarque 32 : La polynome E (éventuellement nul) appelé la partie entiere est le quotient dans la division eucli-
dienne de P par ) : P = EQ + R et donc g =FE+ g avec deg (R) < deg (Q).

Exemple 33 : Calculer la décomposition en éléments simples de F' = %

Exemple 34 : Calculer dans C puis dans R la décomposition en éléments simples de F' = %

Exemple 35 : Calculer dans C puis dans R la décomposition en éléments simples de F' = ﬁ

Exemple 36 : Décomposer en éléments simples F' = ﬁ%
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Jean (Le Rond) d’Alembert (Paris 1717 - Paris 1783) D’Alembert fut le fils
illégitime d’un commissaire d’artillerie, le Chevalier Destouches-Canon et de la
marquise de Tencin. Il fut abandonné le lendemain de sa naissance sur le par-
vis de 'église de Saint-Jean-le-Rond (d’ot son patronyme). Son pére au courant
de cette abandon s’occupera de le faire placer dans une famille nourriciere et lui
assurera des études. Aprés de brillantes études de droit et de médecine chez les
jésuites, D’Alembert se tourna vers sa passion des mathématiques et entra a [’Aca-
démie francaise. Trés soucieux de reconnaissance, il tentait bien souvent de s’em-
parer des sujets d’autres mathématiciens comme Clairaut, Bézout, Euler pour les
prendre de vitesse, mais la plupart du temps sans succes. Habitué des salons pari-
siens, il aimait et fournit dans les années 1740 ses meilleurs travaux scientifiques.
A partir de 1745, il se se joint au monde des Lumiéres et participe a la rédac-
tion de U’Encyclopédie. Aprés sa rupture avec l'unique amour de sa vie, Julie De
Lespinasse, il se retira meurtri dans un petit appartement pres du Louvre mais
continuera d’encourager de jeunes mathématiciens comme Lagrange et Laplace.
Ses apports majeurs concernent les nombres complezes, l'analyse et les probabilités. Il tenta de définir le logarithme et
les fonctions puissances sur C et donna une preuve - presque compleéte - du théoréme fondamental de 'algebre. Gauss
la complétera puis en donnera trois autres! Opposé aux idées de Leibniz et Fuler sur linfiniment petit, il donnera une
définition floue de la notion de limite. Il introduira également des équations aux dérivées partielles (étude des cordes
vibrantes).

C’est Uhistoire d’un petit probleme de primaire qui, réforme aprés réforme, a su s’adapter intelligemment a son
époque :

1960 : Un paysan vend un sac de pommes de terre pour 10F. Sa production lui cotte les 4/5 de son prix de vente.
Quel est son profit ?

1970 : un paysan échange un ensemble P de pommes de terre contre un ensemble M de piéces de monnaie. Le cardinal
de l’ensemble M est égal a 10 et chaque élément de M vaut 1F. Dessine dix gros points représentant les éléments de
M. L’ensemble C' des cotuts de productions est composé de deux gros points de moins que ’ensemble M. Représente
C et donne le cardinal de ’ensemble des profits.

1980 : Un paysan vend un sac de pommes de terre pour 10F. Sa production lui cotte les 4/5 de son prix de vente,
c’est @ dire 8F. Quel est son profit ?

1990 : Un paysan vend un sac de pommes de terre pour 10F. Ses cotits de production sont de 80% de son revenu.
Sur ta calculatrice trace la représentation graphique de ses cotts de production en fonction de ses revenus. Lance le
programme PMODETER pour déterminer le profit. Discute des résultats en groupe de 4 éléves et rédige une analyse
qui met en perspective cet exemple dans le monde économique actuel.

2000 : Un paysan vend un sac de pommes de terre pour 10F. Sa production lui cotte les 8F et son profit est de 2F.
Souligne les mots « pommes de terre » et discutes-en avec tes camarades de classe.
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