Mathématiques PTSI, Chapitre XXII 2025-2026

Fiche de révisions : probabilités

I Le cours
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Définir un univers, un évenement, une probabilité.

Définir deux événements disjoints et deux évenements incompatibles. Lien entre les deux ?

Définir une variable aléatoire réelle.

Donner la probabilité du complémentaire.

Enoncer la croissance d’'une probabilité.

Donner la formule de Poincaré pour les probabilités. Cas d’événements incompatibles ?

Définir un systéme complet d’évenements et une distribution de probabilité.

Donner la loi image d’une variable aléatoire par une fonction.

Définir les trois lois usuelles et préciser une expérience correspondante.

Donner le lien entre une variable aléatoire de loi binomiale et des variables aléatoires de loi de Bernoulli.

. Définir la probabilité d’avoir A sachant B.

. Enoncer la formule des probabilités composées.

. Enoncer la formule des probabilités totales.

. Enoncer la formule de Bayes.

. Définir et caractériser I'indépendance de deux événements.

. Définir les deux types d’indépendance pour une famille d’évenements.

Les savoir-faire

. Modéliser un probléme concret en définissant des événements et des variables aléatoires permettant de décrire

mathématiquement la situation.
Traduire la question en frangais par une probabilité mathématique & obtenir.

. Connaitre et reconnaitre en situation concrete les trois lois usuelles. Lorsque ’on demande la loi d’'une variable

aléatoire deux situations :
o on reconnait une loi usuelle. On le justifie et on détermine le ou les parameétre(s).
e on ne reconnait pas une loi usuelle. On calcule alors I'univers image X (€2) et pour tout k£ € X () on
calcule P (X = k).
Savoir utiliser les trois formules, en les citant et en donnant son hypothese dans le cas de la formule des
probabilités totales.

. Savoir représenter la situation par un arbre.

Les erreurs a éviter

Ne jamais parachuter une réponse ni un calcul. I faut TOUJOURS poser des variables aléatoires ou évenements
avant d’attaquer un exercice.

Un arbre est toujours une bonne idée mais n’est jamais une réponse.

Ne pas oublier I’hypothese de la formule des probabilités totales ni de citer le nom de chaque formule.
Ne pas confondre événement et variable aléatoire.

Ne jamais écrire P (A4) NP (B). On n’intersecte que des événements.

Bien distinguer une probabilité nette et une probabilité conditionnelle. Il faut savoir si I’on est « sachant quelque
chose » ou non.

Ne pas oublier de donner d’abord 1'univers image lorsque 1’on donne une loi d’une variable aléatoire.

Toujours vérifier que le résultat d’une probabilité est bien entre 0 et 1. Dans le cas d’une variable aléatoire X
penser également & vérifier lorsque c’est possible que la somme des probabilités P (X = k) fait bien 1.

Ne pas confondre I'indépendance deux a deux et I'indépendance tout court (ou mutuelle).

Croire que les probabilités c’est pas cool.
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IV Les réponses du cours

1. Un univers  désigne un ensemble, un événement A est un sous-ensemble de 'univers : A € & () et une
probabilité est une application P vérifiant les trois conditions suivantes :

o P est définie sur un univers 2 et a valeurs dans [0; 1],
« pour tout couple d’évenements (A, B) € 2 (Q)?, disjoints ANB =0, on a P(AUB) =P (A) + P(B).
« P(Q)=1.
2. Soient (A, B) € 2 (2)°. On dit que les événements sont
o disjoints si AN B = 0),
« incompatibles si P(AN B) = 0.
Si deux événements sont disjoints alors ils sont incompatibles.
3. Soit (©,P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire X toute fonction sur Q2 a valeurs dans R :
X € 7 (Q,R).
4. Soient (£2,P) un espace probabilisé et A € & (1) un événement. On a

P(A) =1-P(4).

5. Soient (£2,P) un espace probabilisé et (A4, B) € 2 (€2)* deux événements. Si A implique B i.e. A C B, alors on
a
P(A) <P(B).

6. Soient (€2, P) un espace probabilisé et (4, B) € 2 (Q)* deux événements. On a
P(AUuB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
En particulier, si A et B sont incompatibles, P (AN B) = 0, alors
P(AUB) =P(A)+P(B).

7. Soient (£2,P) un espace probabilisé fini, p € N* et (A;);cpy,,) € & (Q)” une famille d’événements. On dit que
(A;) ie[1;p] forme une systéme complet d’évenements si et seulement si
« U A4=9,
i€[1;p]
o V(i,4) € [Lip]?, i # j, P(AinAj) = 0.
Soient p € N* et (pi)ie[[l-p]} € RP. On dit que (pi)ie[[lzp]] est une distribution de probabilité si et seulement si
« Vi€ [Lp], pi €[0;1],

P
. Zpi =1
i=1

8. Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, X une variable aléatoire sur Q et ¢ € .Z (R,R). Alorslaloide Z = ¢ (X)
est donné par

V:EZ(Q)=9(X(Q), P(Z=2)= ) PX=u1)).
zeX ()
o(z)=2
9. Soit (€2, P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur .
e Soit » € N*. On dit que X suit une loi uniforme sur [1;n] si X (Q) = [1;n] et pour tout k € [1;n],
P(X =k)=21. On note X ~ % ([1;n]). Cela correspond au tirage équiprobable d’un numéro parmi n.
e Soit p € [0;1]. On dit que X suit une loi de Bernoulli de parameétre psi X (Q) = {0;1} et P(X =0)=1—p
et P(X =1) =p. On note X ~ Z (p). Cela correspond & un lancer d’une piece.
o Soient n € N* et p € [0;1]. On dit que X suit une loi binomiale de parameétre n et p si X (2) = [0;n] et
pour tout k € [0;n], P(X =k) = (})p" (1 — p)" %, On note X ~ % (n, p). Cela correspond au nombre de
piles obtenus en lancant n fois et de fagon indépendante une méme piece.

10. Soient (€2,P) un espace probabilisé, n € N*| X;,...,X,, des variables aléatoires sur 2. Posons X = ZXk'

k=1
Supposons
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14.

15.

16.

e les X}, suivent une méme loi de Bernoulli :
Ipe0;1], Vk € [1;n], Xp~AB(p),
e les X} sont indépendantes.

Alors, X ~ % (n,p).
Soient (£2,P) un espace probabilisé, A et B deux événements tels que P (B) # 0. Alors,

P(ANB)

P(A|B) =5

Soient (£2,IP) un espace probabilisé fini, p € N, p > 2 et (A4i);cp1,) € & (2)” une famille d’événements.
P(ApﬂﬂAl) Z]P)(Ap | Ap_lﬂ---ﬂAl)IP’(Ap_l | Ap_gm'-'ﬂAl) X XP(AQ | Al)]P)(Al)

Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, p € N* et (By)yeq1.) € & (€2)? un systéme complet d’éveénements. Alors
pour tout A € & (), on a

n n
Z]P’ (AN By) :ZP A| By)P(By).
k=1 k=1

Soient (£2,P) un espace probabilisé fini, A et B deux événements, avec P (B) # 0. Alors,
P(B|A)P(A)
P(A|B)= —F—+——~.
(4]B) P(B)

Soient (2, P) un espace probabilisé fini et (4, B) € 2 (22)*. On dit que A et B sont indépendants si et seulement
si
P(ANB)=P(A)P(B)

ou encore lorsque P (B) # 0, si et seulement si
P(A|B)=P(A).

Soient (€2,P) un espace probabilisé fini, p € N, p > 2 et (A;)
(a) On dit que les (A;)

] € P2 (Q)F.

] € 2 (Q)F sont indépendants deux & deux si et seulement si

i€[1l:p

i€[1l:p
V(i,j) € [Lpl* i#4,  P(AiNA) =P(A4)P(4;).
(b) On dit que les (Ai);cp) € & () sont indépendants si et seulement si

vJ C 1], P(ﬂ&) =[P«

i€J i€J
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