Mathématiques PTSI, Chapitre VII 2025-2026

Fiche de révisions : équations complexes

I Le cours

Définir I’exponentielle complexe.

Préciser |e?|, arg (e?), Re (e?) et Im (e).

Définir une racine carrée complexe.

Enoncer la proposition retournant les racines carrées d’'un complexe.

Donner les racines d’un trinéme. On veillera a bien définir toutes les quantités.

Enoncer la proposition reliant les coefficients d’un trindme a ses racines.
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Définir ’ensemble des racines n-iémes de 'unité. Que dire du produit de deux racines n-iéme de l'unité? de
I'inverse d’une racine n-iéeme de I'unité 7 de son conjugué ?

o

Caractériser ’ensemble des racines n-ieémes de ['unité.
9. Définir j. Que vaut 527 j3?2 1+ 5+ 527
10. Caractériser les racines n-iémes de 1'unité par une somme.
11. Factoriser 2" —let 1+ z+---+ 2" L
12. Enoncer la propriété donnant les racines n-iemes d’un complexe quelconque.
13. Caractériser l'alignement des trois points et les triangles rectangles.

14. Donner ’application complexe associée a une translation, une rotation et une homothétie.

II Les savoir-faire

1. Manipuler I’exponentielle complexe, savoir résoudre une équation avec de ’exponentielle complexe.
2. Savoir calculer les deux racines carrées d’'un complexe :

o par la forme polaire en priorité lorsque c’est possible,

2

o sinon par la forme algébrique : w? = z < {w 2: :
jw[” = 2]
3. Résoudre une équation du second degré.
4. Déterminer les racines d’un complexe de plus haut degré :

e par la factorisation en trouvant une racine « évidente »

e en déterminant les racines réelles (z = x) et/ou imaginaires pures (z = iy), puis en factorisant.
5. Savoir donner les racines n-iemes de 1 ou d’un complexe z quelconque.

6. Savoir manipuler une racine n-iéme de I'unité avec les relations suivantes :
W' =1, 1+w+...+w”_1:0,

7. Résoudre une équation de la forme Z7 = Z8 ou 1 + Z + Z2 + -+ Z" = 0.
8. Savoir passer d’un probleme géométrique a une équation complexe et réciproquement.
9. Savoir représenter graphiquement un ensemble de complexes.
10. Savoir reconnaitre une similitude :
e on cherche w le point fixe,
o on réécrit ’équation s(z) = a(z —w) + w,

« on conclut.
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IIT Les erreurs a éviter

1.

NS Ot W

L’exponentielle complexe n’est jamais nulle mais n’est pas forcément positive : un complexe quelconque n’a pas

de signe. JAMAIS d’inégalité dans C!

Le symbole /- est strictement réservé aux réels positifs. Ne jamais écrire v/—3, v/i ou /5 + 2.
Ne pas confondre les racines n-iemes de 'unité avec les racines n-iémes de z.

Il y a toujours n racines n-iemes. L’indice k varie donc entre 0 et » — 1 et non entre 0 et n.
Ne pas confondre U, et U.

Ne pas confondre i et j. Le j en physique n’est pas le méme que celui en maths.

z + iz’ = 0 n’implique pas z = 2’ = 0 sauf si z et 2’ sont tous les deux réels.
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IV Les réponses du cours
1. Soit z =a +ib € C, (a,b) € R%. On a e* = e?e’® = e%cos(b) + ie?sin(b).
2. Soit z =a+ib € C, (a,b) € R% On a
le*| =e®, arg(e®)=0b [2n], Re(e®) =e%cos(b), Im(e*)=e"sin(d).

3. Soit (2,w) € C%. On dit que w est une racine carrée de z si et seulement si w? =

2

z.
4. Soit z = re'? € C*, avec (r,0) € R% x R. Alors I'équation w® = z d’inconnu w € C admet exactement deux
solutions données par :

Wy = \/Fei% et Wy = —wq = ﬁei(%+”) .

5. Soient (a,b,c) € C* x C2. Posons A = b? — dac.

e Si A =0, alors 'équation az? 4 bz + ¢ = 0 admet une unique solution zy = — 2

L.
e Si A #0, alors I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet exactement deux solutions données par
—b+46 —b—96
z21 = et z22 = y
2a 2a

ou d est UNE racine carrée de A.

6. Soient (a,b,c) € C* x C? et 21 et 29 les deux racines (éventuellement confondues) de az? + bz + c. Alors,
c
21+ 29 = —— €t 2120 = —.
a a

7. Soit n € N*. On a
U,={zeC|z"=1}.

De plus, pour tout (z,2') € Uy, on a
1
22 € Uy, ~=7zel,.
z

8. Soit n € N*. On a I’égalité suivante :

i 2k
Un = {elT7r

k‘e[[O;n—l]]}.
9. On a j = e, De plus, B

#=7 =1 e 1+j+i=0.
10. Soient z € Cet n € N*. On a

n—1
zeU,\{1} & D F=1+z+ 4=
k=0

11. Soit n € N*. Pour tout z € C, on a

n—1 n—1
1= (z-e™) et 1zt =] (2-¢F)
k=0 k=1

12. Soit z = re'? € C*, avec (r,0) € R% x R. Pour tout w € C, on a

wh =z & Jkeoyn—1], w= orei(R+3E)

13. Soient A (za), B (zp) et C (z¢) trois points distincts. On a

o A, Bet C alignés si et seulement si arg (%) =0 [r] ie. 22222 € R

o ABC rectangle en A si et seulement si arg (ig:zi) =7 [n] le. 22222 4R

14. o Soit b € C. La translation de vecteur i (b) est caractérisée par

CcC —» C

z = z+b
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o Soient 6 € R et w € C. La rotation d’angle 0 et de centre ) (w) est caractérisée par

cC —- C
Q.6 -
z = el (z—w) tw.

o Soient k € R et w € C. L’homothétie de rapport k et de centre §2 (w) est caractérisée par

cC - C
hQ’k:
z = k(z-—w)tw.
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