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TD15
Suites numériques

Exercice 1 Soit (un),cy €t (vn),cy les suites déterminées par ug = 1, vo = 2 et
pour tout n € N :

Up41 = Uy + 20, et vpy1 = 2u, + 3v,

1. Montrer que la suite (u, — vy )nen €st constante.
2. Prouver que (uy), oy est une suite arithmético-géométrique.

3. Exprimer les termes généraux des suites (), cn €t (Un),en-

Exercice 2 Pour tout n € N*, on pose H,, = >_;._, +. Montrer que pour tout n € N*,
Hs, — H, > . En déduire que lim H, = +oo.

n—-+oo
Exercice 3 Soit (uy),cy une suite réelle croissante telle que la suite (u2,)nen
converge. Montrer que (uy),, oy converge.

1

Exercice 4 On consideére la suite (u")nEN définie parug = letVn € N, uyyq = TTas

1. Justifier que la suite (uy), oy est bien définie.

ne
2. On souhaite montrer que les suites (w, = Uap)nen €t (tn = Uant1)nen sont
adjacentes :

(a) Montrer que la suite (w,),y est décroissante et que la suite (%), y est
croissante.

(b) Montrer que pour tout n € N

1
|wn+1 - t'rL+1| < Z|wn - tn|

(c) En déduire que les suites (wy,),cy et (tn),cy sont adjacentes.
3. Montrer que la suite (u,),y est convergente.

4. Résoudre I’équation x = 1_%1 et en déduire la limite de la suite (uy),,cy-

4t =1,

1. Montrer que I’équation F,, posséde une unique solution x,, dan [1/2,1].

Exercice 5 Soient n € N* et F,, :

2. Montrer que (), oy converge.

3. Déterminer la limite de (2,,),,cy
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Exercice 6 Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = Z T
k=0 (k)
Exercice 7 Soit (up), oy une suite de réels strictement positifs. On suppose que

. Un+1

lim =1
n—-+oo Up,

1. Montrer que si I < 1 alors limy,_, o u, = 0.

2. Montrer que si [ > 1 alors lim,— oo %, = +00.

3. Montrer que si I = 1, on ne peut rien conclure.

Exercice 8 Déterminer la limite de la suite de terme général
1
Uy = —'(1!+2!—|—~~—|—n!).
n!

Exercice 9 Soit n € N* et E,, :

1. Montrer que I’équation E,, admet une solution unique z,, et que x, > 1.

2" In(x) =1 d’inconnue x € R .

2. Montrer que la suite (z,,),y est décroissante et converge vers 1.

Rab

Exercice 10 Soient (uy),cy €t (vn),cy deux suites réelles convergentes. Etudier

ngrfoo max (U, U )-

Exercice 11 Soit (), ¢y €t (vn), oy deux suites réelles convergeant respectivement
vers | et I’ avec I <1’ . Montrer qu’a partir d’un certain rang, u,, < v,.

Exercice 12 Déterminer, si elle existe, la limite des suites suivantes.

_ 1\7 _ n—vVn2+1 I T
1. u, = (1 + n) 2. Uy = T 3o Up =73 o k
D) 1 n sin(n)
_n _ [ n— —
4. u, = Vn 5. u, = (TH) 6. u, = P e VU
_ n! _ n 1 _ n 1
7. Up — nn 8. Up = g k=1 n2+k2 9. Up — g k=1 ﬁ

Exercice 13 Soit (uy), oy une suite croissante de limite . On pose pour tout n € N*,
D1 Ui

n
1. Montrer que (v,),,cy est croissante.

Un =

1/2
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2. Etablir que pour tout n € N*, vg,, > ”"JFT“"

3. En déduire que (vy,),, oy converge vers [.
Exercice 14 Soit (un),, oy La suite de terme général u, = (1+a)(1+a?)--- (1 +a")
avec 0 < a < 1.

1. Montrer que la suite est croissante.

2. Montrer que Vx € R, 1+ x < e”.

3. En déduire que la suite est convergente.

Exercice 15 Soit (uy),,cy une suite réelle (ou complexe) telle que les suites (u2n)nen,
(u2n41)nen et (usn)nen convergent. Montrer que (u,),, oy converge.

Exercice 16 Soit § €]0, 7[. Déterminer le terme général de la suite réelle (uy,)
définie par :

neN

up=u; =1letVneN, upyo—2cosbupi1 +u, =0

Exercice 17 Donner I'expression des suites récurrentes (u,,) définies par :

neN
1. ug =1, uy =0et Vn € N, Up42 = Aup41 — duy,.

2. upg=1, uy =—-let Vn € N, 2upi9 = 3upq1 — Up.
.upg=1, u1 =2et Vn €N, upto = Upy1 — Up.

4. ug = O7 Uy = 1+ 47 et Vn € N, Unp+2 = (3 — 2i)U7L+1 — (5 — 5i)un.

2 -2 1
Exercice 18 Soit A= 2 -3 2
-1 2 0

1. Calculer A2 + 2A — 315.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe ay,, 5, € R tels que A™ = a, A + B,13.
Donner une relation de récurrence entre au, 41, Bn+1 €t an, Bn.

3. Montrer que la suite (), cy est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. En dé-
duire 'expression de «,, en fonction de n.

4. Donner A", pour n € N.
5. Montrer que A est inversible et donner A~!.

6. Vérifier que la formule obtenue pour A™ est valable pour n = —1. Est-elle valable
pour tout n € Z?

Exercice 19 On considere deux suites (un), oy €t (vn), ¢y Vérifiant 0 < up < vg et

2
— Uy
Un-‘rl T UntUn
v

n

Un+1 = 350,

Montrer que les suites sont convergentes et calculer leurs limites.

Exercice 20 Etudier les suites définie par

lL.ug=ae€RetVneN, u,11 =12

2. up=letVneN, w1 =1+1In(uy,)
3. u0>OetVneN7un+1:2+#

Exercice 21 Etudier la suite (uy,) définie par la relation de récurrence

neN
Un4+1 = 12 — Up,.

Exercice 22 Etudier la suite (uy), oy définie par la relation de récurrence

Un+1 = V2Un + 35.

Exercice 23 Etudier la suite (uy,) définie par la relation de récurrence

neN
Unt1 = Un (1 + up).
Exercice 24 Etudier la suite (uy), oy définie par la relation de récurrence

2

U
Un4+1 = 8 + ?n
2
Exercice 25 Etudier la suite (u,) définie par ug # 1 et la relation w11 = %
Exercice 26 Etudier la suite (u,) définie par ug > 0 et la relation w,11 = UQ"T”

Exercice 27 Etudier la suite (u,,) définie par ug > 0 et la relation u,4+1 = 24 In(uy,)

Exercice 28 Etudier la suite (u,,) définie par la relation u, ;3 =1 — -

Un

Exercice 29 Soit (uy), oy une suite de réels décroissante et de limite nulle. Pour
tout n € N on pose S, = > _(—1)*u.

Montrer que les suites extraites (So,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes et en déduite
que (Sp),, ey converge.

Exercice 30 Pour tout n € N*, on note z,, 'unique solution de I’équation z° 4+ nzx —
1=0.

1. Montrer que le suite (z,,),y est bien définie.

2. Etudier la monotonie de la suite (2,,),,cy-

3. Montrer que x,, ~ % puis donner un développement asymptotique de (z,,)
n—-+oo

neN

a la précision —nﬁs.
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