Mathématiques PTSI 2025-2026

Programme de colles 10 PREVISIONNEL
Polynomes et Espaces vectoriels

Quinzaine du 9 au 20 mars

Polynomes
1. Définition d’un polyndémes, addition, produit, composition. Degré d’un polynoéme, de la somme, du produit, de
la composition.
2. Polynomes de degré inférieur ou égal a n. Evaluation d’un polyndéme en un réel, une matrice, un fonction.
3. Fonction polynomiale associée a un polynome.
4. Polynoéme dérivée. Dérivée n-ieme. Linéarité de la dérivation. Formule de Leibniz.
5. Formule de Taylor pour les polynémes.
6. Divisibilité de P par . Division euclidienne de polynémes. Méthode de Horner.
7. Racine d’un polynoéme. Caractérisation par la factorisation.
8. Un polynéme ayant plus de racines que son degré est nul.
9. Ordre de multiplicité d’une racine. Caractérisation avec les dérivées.
10. Factorisation des polynoémes en facteurs irréductibles dans R[X] et C[X]. Théoréme de d’Alembert-Gauss (ad-
mis).
11. Relation entre la somme des racines et les coefficients de P et relation entre le produit des racines et les

coefficients de P.

Espaces vectoriels

™~

Définition d'un K-espace vectoriel ou K = R ou C.

Définition d’une combinaison linéaire, d’un sous-espace vectoriel.

. Caractérisation des sous-espaces vectoriels comme des sous-ensembles contenant O et stables par combinaisons

linéaires.

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs. C’est le plus petit espace vectoriel contenant la

famille au sens de I'inclusion. Opérations élémentaires sur la famille sans changer I’espace engendré.

[ntersection et somme de sous-espaces vectoriels.

. Espaces en somme directe, espaces supplémentaires. Définition et caractérisation.
. Familles finies de vecteurs : familles génératrices, libres, liées.

. Cas des polynomes de degrés distincts.

. Base d’un espace vectoriel. Bases canoniques de K", K,,[X] et ., (K).

. Théoreme de la base adaptée.

Questions de cours

A o
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Définir le polynome dérivé.

Enoncer la formule de Leibniz pour les polynémes.

Enoncer les deux formules de Taylor pour les polyndémes.

Enoncer le théoreme de la division euclidienne pour les polynoémes.
Définir une racine de multiplicité m.

Caractériser la multiplicité a I'aide des dérivées.

Définir et caractériser un sous-espace vectoriel.

Définir la somme de deux espaces vectoriels.
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. Définir
10.
11.
12.
13.
14.

. Enoncer le théoreme de la base adaptée.

Définir
Définir
Définir
Définir
Définir

et caractériser deux espaces en somme directe.
et caractériser deux espaces supplémentaires.
et caractériser une famille libre.

et caractériser une famille liée.

une famille génératrice.

et caractériser une base.

Démonstrations de cours

1. Caractériser la multiplicité d’une racine par les dérivées.
2. Résoudre dans R[X] 'équation P (X?) = (X2 +1) P.

3. Montrer que la somme de deux sous-espaces vectoriels est un espace vectoriel.
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[ Les réponses du cours ]

n
. Solent n > 1, et P = Z apX® e K[X]. Alors le polynéme dérivé de P est donné par

k=0
n n—1
P'=> kap X" =" (k+1)ap XF.
k=1 k=0

. Soient (P, Q) € K[X]? et n € N. Alors

(PQ)(") _ i (Z) P(k)Q("_k).
k=0

Soient n € N, P € K,,[X] donc deg (P) < n et a € K. Alors

P(X+a)= i PUZ‘(“)X’“ et P(X)= i P®(a) (X —a)".
k=0 : k=0

Soit (A, B) € K[X]? avec B # Og[x]. Alors Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

{A =BQ+R
deg (R) < deg (B).

. Soient m € N*, P € K[X] et o € K. On dit que « est une racine de P de multiplicité m si et seulement si

(X — )™ divise P et (X — )™ ne divise pas P.
Soient m € N*, P e K[X] et « € K. On a

P@)=P (a)=---=P" D(a)=0

« racine de P de multiplicité m &
P (a) # 0.

. Soit E un K-espace vectoriel. Un ensemble F' est un sous-espace vectoriel si et seulement si (par définition) :

« 'CH
e F est un espace vectoriel.
si et seulement si (par caractérisation) :
o« FCFE
e OpeF
o V(\,p) €K2, V(x,y) € F2, Xz +puyc€ F.

. Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

F+G={zeFE|J(v,y) e FxG, z=x+y}.

. Soient F un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les espaces F' et G sont en somme

directe si et seulement si (par définition)
\ .f .f , T =1
Y (x,2') € F2 VY (y,y) € G, (x+y=2a"+1v) = {

si et seulement si (par caractérisation) :
FNnG={0g}.

. Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les espaces F' et G sont supplémen-

taires dans F si et seulement si (par définition)
Vze E, A (z,y) e FxG, z=uz+y.

si et seulement si (par caractérisation) :
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1. Fﬁ(;:{OE}

2. F+G=F.
11. Soit P € K[X] un polynéme non constant. On note n = deg(P) € N*, ag,...,a, les coefficients de P et
Z1,...,&, les racines de P (éventuellement confondues). Alors
T e | e — (1) Q0
1.z + + T = =70 2. xymo--m, = (—1) .
12. Soient E un espace vectoriel, n € N* et & = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que & est

libre si et seulement si

¢ Aucun des vecteurs de .Z n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de &

e ie. pour tout (A1,...,\,) € K" on a
AMur+ -+ A u, =0g = Al =---= A, =0k
13. Soient E un espace vectoriel, n € N* et & = (uy,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que & est

liée si et seulement si
e L’un des vecteurs au moins de £ est une combinaison linéaire des autres vecteurs de &
o ie. il existe (A1,...,An) € K"\ {(0,...,0)}, tel que

)\] Uy + - —‘—)\” Up = Opj.

14. Soient E un espace vectoriel non nul et ¢4 une famille de vecteurs de . On dit que ¥ est génératrice dans E' si
et seulement si £ = Vect (¥9).

15. Soient F un espace vectoriel non nul, n € N*, & = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que
2 est une base de F si et seulement si

e A est libre et génératrice dans F
o ic.
Ve e E, A (A,..., ) € K", =AU+ -+ A, Up.
16. Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, % une base de F' et B une base de
G. On pose B = (B, Bc). Alors,
o« FNG={0g} & A est libre.
e F4+G=F & A est génératrice dans FE.
e FOG=F < A est une base de E.

Démonstrations de cours

Soient P € K[X], & € R, m € N*. Le nombre « est racine de P de multiplicité m si et seulement si

Pla)=---=P™V(@)=0 e PM™(a)#£0.

Démonstration. On rappelle que
o est une racine de multiplicité m de P & JQ eK[X], P=(X—-a)"Q ET Q(a)#0.

Supposons « de multiplicité m. Alors, il existe @ € K[X] tel que P = (X — a)™ Q avec Q («) # 0. De plus, pour tout
k € [0;m], par la formule de Leibniz,

k
PO =3 (k) (X =) Q0
=0 t
"k m/! . )
ZZ(') — (X —a)" Q.
—\i)(m—i)
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Déslors,sik<m—-—1, m—i>m—k > 1. Donc (X—a)m_i vaut 0 en « et
P®) (o) = 0.

Sik=m, (X —a)™ " vaut 0 en o sauf pour i = k = m ot il vaut 1. Donc

P (@) = <m> L!1 x Q=™ (@) = mlQ () # 0.

m ) (m—m)

Réciproquement, supposons que pour tout k € [0;m — 1], P®) (a) = 0 et P (a) # 0. On observe alors que
n = deg (P) = m. Par la formule de Taylor,

n. pk) () X

|
= k!
n—m P(k+m)
— (Oé) (X _ a)k—i-m
— (k 4+ m)!

De plus,

Donc « est une racine de multiplicité m de P.
Conclusion,

« est une racine de multplicité m de P & vk € [0;m — 1], PP (a) =0 ET P™ () #£ 0.

Déterminons dans R[X] les solutions de I'équation P (X?) = (X? 4 1) P.

Démonstration. Soit P € R[X]. On note que P = Og[x] est une solution de I’équation. Supposons P # Or[x] et
notons n = deg (P) € N. Si P est une solution de ’équation, alors

deg (P (X?)) = deg ((X*+1) P) & 2deg (P) = deg (X + 1) + deg (P)
& n=24+n
& n=2.
Donc il existe (ag, a1,az) € R3 tel que P = ag + a; X + a2 X?. Encore vrai si P = Orx]. Des lors,
P(X)=(X*+1)P &  ataX’+aX'=(X"+1) (a0 +aX +aX?)
& a0+a1X2+a2X4:a0X2+a1X3+a2X4+a0+a1X+a2X2
= a2X4—|—a1X2+a0:a2X4—|—a1X3+(a2+a0)X2—|—a1X—|—a0.

Par unicité des coefficients d’un polyndéme,

a9 = a9
Ozal
- @ =0 P=ayX?— as=as (X2
a1 = as + ag & & =ax X’ —ay =az (X*—1).
ap = —a2
Ozal
ap = ap
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Conclusion,

Y:{ag(X2—1) |a2€R}:Vect(X2—1).

Soient E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. L’ensemble F' + G est un sous-espace
vectoriel de FE.

Démonstration.
e Pour tout z € F'+ G, il existe (z,y) € F x G tel que z=2+y. Or F C E et G C E donc

z=_x + y €F car F stable par somme.
~—

€er cE

Dou '+ G CE.
e Puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de F, Og € F' et Og € G donc Og = 0 + 0 € F+ G.
~—
EF e
e Soient (A, p) € K2 et (2,2') € (F 4+ G)*. Par définition, il existe (z,y) € F x G tel que z = x + y et de méme il
existe (z/,y") € F x G tel que 2z’ = 2’ 4+ y'. Donc

Azt p =X@+y) +p@ +vy)

= Az 4 px’ + Ay + uy’ e F+G.
—— ——
€r e

car F' sous-espace vectoriel de £ car G sous-espace vectoriel de E

Donc F + G est stable par combinaisons linéaires.

Par conséquent, ’ensemble '+ GG est un sous-espace vectoriel de F. 0



