Mathématiques PTSI 2025-2026

Programme de colles 05
Calcul de primitives et équations différentielles d’ordre 1

Quinzaine du 24 novembre au 05 décembre

Calcul d’intégrales et de primitives

1. Définition d’une primitive. En cas d’existence, description de ’ensemble des primitives.

2. Définition des fonctions de classe €.

Théoréme fondamental de I'analyse : existence d’une primitive F' de f : R — R ou C dans le cas continu (sans
démonstration) et unicité sous condition F(A) = a.

Corollaire ff ft)dt = F(b) — F(a).

5. Propriétés de I'intégrale : inversion des bornes, linéarité, relation de Chasles, inégalité triangulaire. Dans le cas
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des fonctions & valeurs dans R : croissance, positivité et séparation (intégrale nulle d’une fonction continue et
positive).

Intégrations par parties de deux fonctions €.

Formule de changement de variable.

Primitives usuelles.

Intégration d’inverses de trindmes. Décomposition en éléments simples dans le cas de poles simples (sinon guider
la forme).

Equations différentielles d’ordre 1
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Définition. Equation homogene associée.

Propriété de stabilité par combinaisons linéaires de I’espace homogéne.
Notation sous forme d’espace vectoriel Vect (f) ou Vect (f, g). Juste la notation.
Résolution de ’équation homogene.

Ensemble des solutions de I’équation non homogene a ’aide d’une solution.
Principe de superposition.

Méthode de variation de la constante.

Probléme de Cauchy d’une équation différentielle d’ordre 1, existence et unicité.

Probléme de raccord.

Questions de cours

10.

11.
12.
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Définir une fonction €.

Enoncer le théoréeme fondamental de ’analyse.

Enoncer I'inégalité triangulaire pour 'intégrale.

Enoncer la croissance de I'intégrale.

Enoncer la séparation de 'intégrale.

Enoncer le théoréeme d’intégration par parties.

Enoncer le théoreme de changement de variable.

Enoncer le théoreme donnant I’ensemble .# des solutions d’une équation homogeéne d’ordre 1.

Enoncer la proposition qui affirme que ’ensemble % des solutions de ’équation homogene est un espace
vectoriel.

Enoncer le théoréeme donnant I’ensemble . des solutions d’une équation différentielle d’ordre 1 a partir d’une
solution « particuliere ».

Enoncer le principe de superposition.

Définir un probléme de Cauchy. Propriété ?
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Démonstrations de cours

1. Déterminer les primitives de la fonction In.

111(2) 1
2. Calculer / dzx.
0 1+e”
e

. . . / 1, _ e
3. Déterminer les solutions de y' + £y = < sur R7.
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10.

Les réponses du cours

. Soit I un intervalle de R et f : I — K. On dit que f est €* sur I noté f € €* (I,K) si et seulement si

o f est dérivable sur

e f’ est continue sur I.

. Soient I un intervalle de R, a € I, A€ Ket f: I — K. Si f est continue sur I alors la fonction F' définie par

I —- K

LA A—s—/mf(t)dt,

est € sur I et est 'unique primitive de f telle que F'(a) = A.
Soient (a,b) € R, a <bet f € € ([a;b],K). Alors,

/ab F(t)dt

b
</uwm

. Soient (a,b) € R2 a < b, et (f,g) € € ([a;b],R)” telles que

Vtefasb],  f(t) <g(b).

/abf(t) dt < /abg(t) dt.

Alors,

. Soient (a,b) € R?, a #bet f €.% ([a;b] ,R). On suppose que

o La fonction f est continue sur [a; b,

o la fonction f est positive sur [a; b],

b
. / F(t)dt = 0.

Alors pour tout ¢ € [a;b], f(t) = 0.

Soient (a,b) € R? et u et v deux fonctions ¢ sur [a;b]. Alors

b _ b
[ e e =fuwe@)Z, - [ uwvea

a

Soient I et J deux intervalles de R, ¢ : I — J une fonction €' sur I, f : J — R une fonction continue sur J.
Alors, pour tout (a,b) € I?,

»(b) b ,
[, 0= [ s s
p(a a

Soient I un intervalle de R, a une fonction continue sur I, A une primitive de a sur I alors I’ensemble des
solutions de

(Eo) Veel,  y'(z)+a(@)y(z)=0
est donnée par
I —- R I —- R
ngVect(x — e’A(I) ):{ T C’e’A(“") ‘CER}

L’ensemble . des solutions d’une équation homogene vérifie :
¢ La fonction nulle est dans .%
o Pour tout (f,g) € S¢ et tout (\, ) € K2, ona A f + ug € %.
Soient I un intervalle de R, a et b deux fonctions continues sur /, y, une solution de

(E) Veel,  y(x)+alx)y(x)=b(x)
et .7y 'ensemble des solutions de

(Ep) Vo eI, y'(z) + a(x)y(z) = 0.
Alors, . I’ensemble des solutions de (F) est donné par

yzyp+5’0={yp+yo|yo€«5ﬂo}.
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11. Soient I un intervalle, a, by et by trois fonctions continues sur I, y; une solution de
(E1) Veel,  y(z)+a(x)y(z) =bi(z)

et yo une solution de
(E2) Vz €1, y'(x) + a(z)y(z) = ba(z).

Alors, y1 + y2 est une solution de

(E) Veel,  y(x)+a()y(z) =bi(z)+ ba(x)

12. Soient I un intervalle, a et b deux fonctions continues sur I, tg € I et yy € K alors le probléme suivant d’inconnue
y une fonction dérivable sur I est un probléme de Cauchy

( {Vt €1, y'(t) +a(t)y(t) = b(t)
y (to) = vo

De plus, tout probléeme de Cauchy admet une et une seule solution.

Démonstrations de cours

Montrons que ’ensemble des primitives de la fonction In est donné par

(R, - R }
y_{ z — zhz)-z+ K ‘KGR '

Démonstration. La fonction In est continue sur I'intervalle R . De plus, 1 € R”.. Donc par le théoréme fondamental
de l'analyse,
R — R

F:r s Ji In(t)dt

est LA primitive de In qui s’annule de 1. Posons

t)=t
vVt eRY, u(t)
v(t) = In(t).
Les fonctions u et v sont € sur R% et
"ty =1
vt € RY | {u/( )

Donc par le théoréme d’intégration par parties, pour tout z € R%,
x
Fla) = / In(t) dt
1
t= °1
— fetn(e) T - [ g

1

=zln(z) —/ 1dt
1

=zln(z) —z+ 1.

Conclusion, ’ensemble des primitives de la fonction In est donné par

R* — R
_ +
y_{ x +— zhn(z)—z+ K ‘KER}'
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ln (2) 1
Calculons /
0

1+ea’dx

Démonstration. Pour tout z € [0;1n(2)], ¢* > 0 donc 1 + e* # 0. Donc @ — H_% est continue sur [0;1n(2)] donc

In(2) 1
/ e dz existe. Posons ¢t = e” i.e. x = In(t). Six =0,¢t =1 et si x = In(2), ¢ = 2. De plus, la fonction
0 e

t — In(t) est €1 sur [1;2] et do = %. Des lors, par changement de variable,

In(2) 1 2 2
/ do= [ pprdt= [
0 1+e” 1 1+tt 1 (T4t

Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R? tel que

1 a b
Vie R\ {-1;0 h(t) = =+ —.
ERV{10F, h(t) 1+t t+1+t
Or )
a = limth(t) =lim —— =1
t—0 t—01 4+t
t£0 40
De méme,
. .1
b= lim (L+t)h(t) = Jim 7= -1
t£—1 t#£—1
D’ou
111(2) 1 2
/ do = / LIS Y
0 1+e* 1t 1+t
= [ (J¢)) = I ()2 + ¢])]; =]
=1n(2) — In(3) — In(1) + In(2)
= 21In(2) — In(3)
=1In (é) .
3
Conclusion,

Déterminons les solutions de ]
e
(E) :VzeRy, y'(z)+ Ey(x) =

Démonstration. I’équation homogene associée & (E) est

1
(Fo) : Yz e RY, '(x)+ ;y(w) =0.

La fonction a : z — % est continue sur R donc admet des primitives dont I'une est donnée par A : x — In(z). Donc
—A(z) —In(z) _

pour tout x € R% , e =e % Ainsi 'ensemble des solutions de (Ep) est donné par
%:yz{ R = R ’KGR} :Vect( RL = R )
x = T e
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Posons yg : x — % Soit y une fonction dérivable sur R* . Posons A = y% Puisque 7 ne s’annule pas sur R%, X est
bien définie et méme dérivable sur R%} comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne s’annule
pas. On a

Ve e RY, y(z) =

Des lors,
. " , 1 e
y solution de (FE) & Ve eRY, y'(x)+ ;y(x) =

& VoeRL, X(@yol@) + M@h) + - A@h(e) = &

& Ve e R*,  N(z)yo(x) + A(2) (y()(w) + %yo(ﬂf))

=0 car yo€.%
e$

& Ve eRy, N(z) = =’

~~ zyo(x)

yo(2)#0
& dK € R, VmGRj_, AMz) =e"+K

T+ K

& BKER VreR), ylx)=Aaolr) = 0

Conclusion, l’ensemble des solutions de (F) est donné par

R R

€T




