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Correction du Devoir Maison 2
Bijections, trigonométrie, complexes

Du mardi 14 octobre

Probleme I - Bijections

On considere la fonction

et —e™ T

et +e %

frx—
1. Soit x € R. On a I’équivalence suivante :
f(z) existe & e’ +e ¥ #£0.

Ore* >0et e >0 donc e*+e~* > 0. Conclusion,

2. On note que par la question précédente, f est définie sur R qui est bien centré en 0. De plus,

e ¥ —et et —e 7T
Ve € R, f<_x>:e—$+e1’ T = —f(x).

Conclusion,

‘La fonction f est impaire. ‘

3. On commence par observer que pour tout x € R,

z e*l—e"

et _ e~ 2z 1— e—2x

el e %

/()

e?1+e 20 14e 20

Orl—e2 — letl+e?® — 1. Ainsi,
T—>+00 T—+00

lim f(z) =1

r——+00

On procéde de méme en —oo. On a pour tout = € R,

et —e™* i | e

- e L e~ T _6—7623:_;'_1 = e2r 11"

2x_1

f(x)

Or ¢ — 0. Donc
r—r—00

. 0—-1
Jm f@) =557 =

On pouvait aussi raisonner par parité. Puisque limy_1 o0 f(z) = 1, par Uimparité de f, on en déduit
directement que limy_,_ f(z) = —1.
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4. La fonction f est dérivable sur R en tant que quotient de fonctions dérivables sur leurs ensembles de
définition. De plus,

(e —e ) (e"+e %) — (" —e ) (e +e @)
(e® +e)?
(e 4e ) (e te ) —(e"—e ) (e +e 7)
(e +e )2
B 621 +2 + 672:): _ (62:1: -9 + 6721)
a (e~ +e7)?

Vx € R, f(z) =

4
(e fev)*

Pour tout z € R, on ae™® 4+¢e% > 0. Donc
Vz € R, f'(x) > 0.

Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur R. Donc a ’aide de la question précédente, on en
déduit le tableau suivant :

5. On a les assertions suivantes :

o La fonction f est strictement croissante sur ’intervalle I = R,

e La fonction f est continue sur I = R.

Donc par le théoréme de la bijection, on en déduit que ‘ f définit une bijection de I dans J = f (1) ‘

On note g = f~!. De plus,

T—r—00 Tr——+00

e |J=| lim f(z); lim f(z) :]—1;1[,parlaquestion

e ¢ est continue sur J,

e g est strictement croissante sur J.

6. On a déja montré que f est dérivable sur R et de plus

Ve el =R, j“@:(w+iwf%0

Donc par le théoreme de la dérivée, on en déduit que ‘ g est dérivable sur J ‘ et

1 1

e ﬂw:ﬁ@@»_——¥i—f

Conclusion,
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7. Soit (X,y) € R% x J. On a les équivalences suivantes :

1 2
i_ﬁ_i:y N i;_::ty car X >0
& XP-1=y(X*+1) car X* +1#0
& X*(1—-y)=y+1
& XQ:m car 1l —y#0cary#1carye J.

De plus pour tout y € J, 1 —y > 0 et y+1>0donc}i’—z>0. Ainsi,

xX-1 —s 1
1
& |IX|=X = ~ty car X > 0.
Vi-y
Conclusion,
X-1 1
Y _y o x= 1Y
X‘i‘y 1_y

8. Soit (z,y) € I x J. On a les équivalences suivantes :

e’ —e™”
z = g(y) & y=f(z) S Y= arew
Posons X = e?, alors X € RY et
x — L1
X
T = = =
9(y) VS Xl
Par la question précédente, on en déduit que
1+y 1+y
z = g(y) Visy “=\17
1 1
& rx=In Lt car Tty > 0.
1-y l—y

Conclusion,

1 1+
Vy € J, 9(y) = iln (1_Zy/>

9. Méthode 1. Puisque pour tout y € J, 1+y > 0 et 1 —y > 0, on en déduit de la question précédente
que

1 1
vyed,  gly)=5n(l+y) -5~y

La fonction g est dérivable sur son domaine de définition donc sur J en tant que différence de fonctions
qui le sont. De plus,

1 1 l—y+1+4y p
Vyeld, 4y = - = = :
W =5ty 20—y 20—y 20—
Conclusion,
1
Y J ! = .
yeld, 4y -
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Meéthode 2. On sait par la question [6.| que

Vyed, 4y

—y
2
(eélﬂ(ifi) +e—%1n(%5))
el ¢y = 1
—\\ 2
<eln( 1-‘%y/)—keln( er))
- 1
2
14y 1y
WEE)
4
114y 9 1—|—y1—y+1—y

1\1—y l—yl+y 14y
A )

4\ (1-y9@Q+y)
L1424y +1 -2+ 2 - 2
4 1—y?

14
41— g2
Conclusion, on retrouve bien que
wed, gy =
) 1_y2'

Probléme II - Trigonométrie

Partie 1 : L’étoile polaire vous guidera vers l’inconnue

1
1. On considere les nombres complexes z1 = 1+ 1, 29 = 3 (\/6 + 2\/5) et Z = z129.

(a) On a
Z1=\f(\f+\[>: 2¢'%

V3 i in
22:\/§<2+2):\/§€6

7 = z129 = \/ﬁei% \/iel% = Qei(%+%) = 2ei?

De méme,

Par produit,

3

N

Conclusion,

P s rus
21 =V2e'T, 2 =+2e, Z=2¢02.

(b) On a les égalités entre complexes suivantes :

Z = 2129

= +i) (5 (Vo +iva))
VB V26 2
=g Ty iy T

4/i2
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Conclusion,

V6 + 2
2

g Vo-v2

2

(c) Par les deux questions précédentes et 'unicité de I’écriture algébrique, on a I’équivalence suivante :

Z:200s<57r> +2isin<57r) = \[—\/E+i<\/6+\/§
12 12 2 2
< 2COS (57T> — M et 2Sln (57T> — M
12/ 2 12/ 2
Conclusion : cos (5—7T> = M et n <5£> — M
' 12/ 4 12/ 4 '
(d) Calculons :
(55) =cos(=-T5) = e () @ sn(f5)=sm(=-T3) = ()
cos )= cos | m )= CoS 12 et sin )= sin | 7 )= sin 12
Ty V- v2 Ty _ (Vo+v2

et

—c :
Conclusion : cos 12 1 12

)

4

()= (
2. (a) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

(1 —V3)cosz — (1 +V3)sinz =6

V2 -6 V2+V6 V3
<— ———— 0SS — ———Ssinr = —
4 4
= cos<77r> cosx — si (77T> si —cos(z

1 z — sin 12 inr = 5
= (o 75) o3
cos |z 12 = cos 5
7
— WeZ o4+ L ="4okr ou Ik
12 6
5
— dkeZ, x = —— 4 2km ou 3

12

Conclusion : en notant . I’ensemble des solutions,

- 2
en multipliant par T

)

7T T
z T Ty
€L, v+ 5= + 2w
keZ, x:——3z+2k7r

5%

—— +2km, —

3£+2k7r

o

12

4

keZ}.

(b) Notons .#|g o[ 'ensemble des solutions dans l'intervalle [0, 27[.

On déduit de la question précédente que :

5
ELLOP

3
14—27?

197 57

o~

Partie 2 : Suivez les instructions du facteur a la lettre

J-a )

12 4 127 4

3. (a) Soit z € R. On a les égalités suivantes :

1 1
—— Cos —sin

=2 (cos (%) cos(2x) — sin (%) sin(2aj)>

).

cos(2x) — sin(2x) = \/5( (2z) —

233+z

COS 4

/2
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Conclusion : cos(2x) — sin(2x) = v/2 cos <2$ + %)

(b) Soit z € R. On a les égalités suivantes :
sin(3z) — cos(3z) = V2 (—1 cos(3x) + L sin(3x)>
v v
3
=2 (cos <%T7T) cos(3z) + sin (%) sin(3m))

37)
= V2cos (32 — =~
cos(:n 1

3
Conclusion : sin(3z) — cos(3x) = v/2cos <3:L’ - l)

4

(c) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

cos(2x) + cos(3x) = sin(2z) + sin(3x)

= cos(2x) — sin(2z) = sin(3z) — cos(3x)
3
= cos (2x + %) = cos (I - Bx)

T 3 T 3
<— dk €7, 2m+Z:Z—3x+2k7r ou dk € 7Z, 23:—1—Z:— Z—Sx + 2kmw
— I ez, 5m:g+2k:7r ou ke, —a=—n+2%kn

2k
— EII{:EZ,;UZI%—I-?W ou FkEZ x—=m— 2%k
Conclusion :
S = { T ok kez}
=110 P T T .
4. (a) En factorisant par I'angle moitié 254, calculons :
P | ¢l = it (eiL;Z +e T ) = 2cos (2%) ol

Conclusion : e 4 ¢! = 2 cos (u) ei%q.

(b) Sachant que cosp + cos ¢ = Re(e’? +e%) et sinp + sin ¢ = Im(e? + e%?), on trouve que :

cosp + cosq = 2 cos <2%> cos (%) et sinp +sing = 2sin <¥> cos (%) .

(c) Soit € R. On déduit des questions précédentes que :

T T

cos(2x) + cos(3x) = 2cos (%) COS (5) et  sin(2x) + sin(3z) = 2sin (%U) cos <§>
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On a les équivalences suivantes :

cos(2x) + cos(3z) = sin(2x) + sin(3z)

5% Y x
2 cos () cos ( = 2sin <) cos (—)
2 2 2

<~ :C)
2
5 5
— 2 cos <§) coS (g) — 2sin (;) cos (g) =0
5 5
= 2 cos (g) <cos (g) —sin (g)) =0
<~ cos (f) = ) cos <5$> — si (5:1:) =0
2) = E 2 ) T\ )~
T T oT . (5T
<— 5—5—1—/4:71,]{762 ou cos<2>—sm<2>
r m T
<= 3k€Z,§—§+lm, ou 1—tan<7>
x 7 or 0w
2k
= dkeZ, x =7+ 2knw ou EIk‘EZ,a::;T—O+?7T
Conclusion :
S = { TR keZ}
"l T AT '
Partie 3 : Développez vos sinus pour mieux sentir le probleme
5. (a) Apres calculs, on trouve : |sin(3z) = —4sin®z + 3sin z.
(b) Soit z € R. On en déduit que :
sin(3z) + 1 — cos(2z) — sinz = —4sin®z + 3sinz + 1 — (1 — 2sin®2) — sinx

= —4sin3:p+2sin2x+2sinx

= (2sinx)(—2sin®z 4 sinx + 1)

Conclusion : sin(3z) + 1 — cos(2x) — sinx = (2sinz)(—2sin?z + sinx + 1).

6. Soit X € R. On a I’équivalence suivante :

2X(—2X%4+ X +1)=0 — 2X =0 ou —2X?’+X+1=0

Soit A le discriminant associé, A = 14+ 8 = 9 = 32. Donc les racines associées sont _if’ =1cet
%1'3 = —%. Ainsi,

1
2X(—2X2 4+ X +1)=0 — X=0 ou X=1 ou X=-7

Conclusion : . = {—;;0; 1}.
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7. Soit x € R. On a les équivalences suivantes :

sin(3z) + 1 — cos(2z) —sinz =0

= (2sinz)(—2sin®z +sinz +1) =0

< sinx =0 ou sinzx=1 ou sinm:—%
<~ sinx =0 ou sinxz=1 ou sinxzsin(—%)
—

dk€Z, x =km ou EIkEZ,x:g%—Qkﬂ' ou EIkEZ,x:—%—}—Qkﬂ'

s

ou dk €7, m:ﬂ—(—g)+2k7r

Conclusion : 'ensemble .¥ des solutions dans R est :

S = {]WT, z—i—2/~€7r, —E+2k7r, %T—&-er

cen).
2 6 ©

On en déduit que ’ensemble ,7[7

[VE]

)

[VE]

] des solutions dans [—

23) | Fag = {055}

Probleme III - Complexes

|z[+2

Pour tout z € C, on pose f(z) = =5

Partie 1 : Ce qui n’est pas réel, est souvent d’une certaine complexité

1. On a les égalités entre complexes suivantes :

A4—2|+4-2 VIBr4d+4-2 2/5+4-2
fla—2) = "; - +2+ - ‘f+2 L FR

Conclusion,

f(A—2)=2+vV5—4, Re(f(4—2i)=2++5, Im(f(4—2i))=-1.

2. On a les égalités entre complexes suivantes :

- 27
e's

NIRE 2 i2x
1+e's

2 - 2

F(e) =

En factorisant par ’angle moitié, on obtient,

2y gmeli4els (E>_1i
f(e3)—6372 =¢'3 cos 5 —2e

w3

Puisque 1/2 > 0, la forme polaire de f (eiz?w) est bien %ei%. Puis, par la formule d’Euler

s us .. ™ \f
o) = 3o (5) w1 (3)) = 1

Conclusion,
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3. Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

ze€ fT(R) & f(z) eR

o |z| + = cR
2
o \z|+z_(\z|+z>
2\ 2
& \z|2—|—z: ]z];—z car |z| € R
54 zZ2=7Z
< zeR
Conclusion,
fTR)=R
4. Soit z € C. Supposons que |z| < 1, alors, par I'inégalité triangulaire,
=22 < |l 4 2] = B car El 50
2 2] ]2 2] 2 2 2 7
Donc |f(2)| < |z]|. Or |z| < 1. Donc |f(z)| < 1. Conclusion,
vzeC, (2<1 = |f()|<1).|
5. Soit z € U i.e. |z| = 1. Alors, f(2) = M% = 142 Par suite on a les équivalences suivantes :
fz)eU &  |fRP=1
& fR)f(z) =1
- l+z1+%2 1
2 2
& 1+z+24+22=4
& 2Re(z)+ 2 =3
& 2Re(z)+1=3 car z € U
& Re(z) =1.

Donc il existe b € Rtel que z = 14+ib. Or z € U,donc V1 + 02 =1 & 1+ =1 < > =0 < b=0.
Conclusion,

V2eU,  (f(x) €U & z2=1)]

Partie 2 : Des modules non lunaires mais qui permettent d’aller loin
Soit Ay € ]—m; [\ {0} et zg = ¢'%. Pour tout n € N, on pose

Zn| + 2
Zni1 = [ (2n) = |n|2n

On note également pour tout n € N, z,, = Re (z,) et y, = Im (zy,).
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6. Soit » € N. On a les égalités entre réels suivantes :

Zn+1 — Zn+1
21
‘Zn|+zn _ (‘ZnH”Zn)
2

Yn+1 =

2

27
|Zn‘ + Zn — ’Zn| — Zn
41

Zn T Zn

Ainsi,

Vn €N, yn+1=%n-

Donc (yn),,cn est une suite géométrique de raison 1/2. Des lors, on obtient que

n I 0o :
Vn e N. yn:<1) yOZIm(ZO): m(e )_s1n(90)

2

2 2n AL

Conclusion,

sin (6p) ‘

Vn e N, Un = "%n

7. Puisque 0y € |—m;7[\ {0}, on en déduit que sin (fy) # 0 et donc par la question précédente, pour
tout n € N, y, = 51112(750) # 0. Puisque sa partie imaginaire est non nul, le complexe z, est aussi

nécessairement non nul. Conclusion,

VneN,  z, #£0.]

Par la question précédente, il est possible de donner la forme polaire de z,. Pour tout n € N, on pose
rn = |2n| et 0, = arg (z,,) € |—m; 7|

8. Soit n € N,

el + T+ 1 €00 T i0,
AT T T 2 _?(He ).

Par la factorisation par 'angle moitié,
z =—e e e =—e cos| — |.
T 2 2

Conclusion, on obtient bien que

On

0N\ .
Vn € N, Zn41 = T, COS (;) e 2

9. Soit n € N. Puisque par définition #,, € |—m; 7|, on en déduit que %" }—%, -
€]

€ ; %[ Ainsi, on a cos (9—") >
0 et donc il fait bien partie du module de z,y1. De méme puisque % -5 g[ il est ’argument de

Zp+1 qui est compris entre |—m; 7[. Conclusion,

0 0
Tp41 = T COS <2n> et Oni1 = 5

10/]12]
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10. Par la question précédente, on observe que (6,), .y est une suite géométrique de raison 1/2. Donc

to

Vn

€N,

Procédons maintenant par récurrence. Posons

Initialisation. Si n = 1, alors,

(%)
1 = Trg Ccos B =

Vn € N*,

H COS (ZZ

k=1

0, =

to
= COS 21

D’autre part, par la question précédente avec n = 0,

ol Oo

COS <00> = COS
5 =

Donc on a bien r1 = []}_; cos (2—2) et Z(1) est vraie.

) -

27.

cos <90
2

).

(

3)
a

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que #(n) = (n + 1). Supposons Z(n) vraie i.e.

Ty = H cos (g—g) .
k=1

Alors, par la question précédente,

Tp+1 = T COS (

De plus, on a vu que 6,, = 3—2 donc

n 6o n
Tptl = (H cos <02)) X COS (W) = (H cos
] 2 2 .

Donc Z(n + 1) est vraie. Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

11. Soit n € N*, on a z, =r,€

70

Vn € N*,

i 0
Th = H cos (22> .
k=1

Yn = Tnsin (0,) .

" = x, + iy,. Donc on obtient que

Par la question précédente, on sait que r, = [];_; cos (g—g) et on a vu que 6, = 29—2. Ainsi,

Or pour tout n € N, par la question l Yn =

sin ((90)

0
Vn € N*, o = sin (22

Or 6y € |—m;n[\ {0}. Donc

Vn € N¥,

() [l (2)

0 . m
o €] =3

sm(@o)

. Donc

k=1
[\ {0} C ]—m;=[\ {0}. Dés lors, sin (2—0) # 0. Conclusion,
ﬁcos (@) ~ sin (b
E—1 2k 2™ sin (9—2) .
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12. Alors ¢a, c’est gentil ! D’apres le cours, on sait directement que

lim 52 _
u—0 u
u#0

13. Posons u = g—ﬂ. Quand n — +oo, on a u —+> 0 et u # 0. Donc par la question précédente,
n—-+0oo

. 0o
sin ( 52 1
lim 2 ) -1 o — lim 2"sin <00> — o lim 2"sin (90) — 0.

n——+00 %g 0y n—+oo AL n—-+o0o AL
Par passage a l'inverse, car 6y # 0,

) sin (6p)  sin(6o)
ngrfoo on ¢in (io) b
271

Donc par ce qui précede, on en conclut que

12/12



