Mathématiques PTSI, DM8 Cor 2025-2026

Correction du Devoir Maison 8
Polynomes, espaces vectoriels, séries

Du mardi 24 mars

Probleme I - Polynoémes

Partie 1 : Trouver la différence...

On appelle cotangente, notée cotan la fonction définie lorsque c¢’est possible par cotan(z) =

cos(x)
sin(z) *

1. Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

cotan(z) existe & sin(z) # 0 = xZ0 [n].

Conclusion, le domaine de définition de cotan est donné par

|2 =R\ {kr |k € Z} =R\ 7Z|

. La fonction tan est définie sur R\ { § + k7 | k € Z} et s"annule pour tout 2 = 0+ k. Donc la fonction

1/ tan est définie sur R\ {§ + k% | k € Z}. Notamment 1/tan tout comme la fonction tan n’est pas
définie en 7 par exemple alors que d’apres la question précédente, la fonction cotan 'est. Conclusion,

T
les fonctions cotan et 1/tan ne sont pas égales en 5 + km, pour tout k € Z.

La fonction cotan est dérivable sur son domaine de définition comme quotient de fonctions qui le sont
et dont le dénominateur ne s’annule pas et

COS(l’)), _ - sin?(z) — cos?(x) 1

Vz € 9, cotan’(x) = (

sin(x) sin?(z) ~ sin?(x)

Donc notamment pour tout x € [0;7[ C &, cotan’(z) < 0. Donc la fonction cotan est strictement
décroissante sur I’intervalle |0; 7[. De plus, cotan est continue sur |0; 7| car elle I'est sur 2. Donc par
le théoréme de la bijection, cotan définit une bijection de I = ]0; 7| dans J = cotan (]0; 7[) et de plus,
on sait que

J = cotan (]0; 71[) = ] lim cotan(z); lim cotan(z) | .
T z—0
x<m >0
Or en 7™, cos tend vers —1 et sin vers 0*. Donc par quotient,

lim cotan(z) = —1 x +00 = —o0.

T

De méme en 0T, cos tend vers 1 et sin vers 0T donc par quotient,

lim cotan(z) = 1 x +00 = +00.
z—0
x>0

Donc J = R. Conclusion,

‘cotan définit une bijection de |0; 7[ dans R. ‘

On observe que cotan (g) = 0. Ainsi, on obtient le graphe suivant :
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n

L’objectif de ce probleme est de calculer lim Z — en utilisant un résultat obtenu grace a des polynémes.
n—-+00 kQ

Partie 2 : Une série limitée

n
1
On pose pour tout n € N*, S, = E w2 et T, =S, + %
k=1

4. Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

o M1 1
Snt1 — Sp = — — —=—=>0.
;;1 k2 k;k& (n+1)
Donc
Vn € N*, Snt1 > Sy
Conclusion,

la suite (Sp),cy- st strictement croissante.
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5. Soit n € N*. On a les égalités entre réels suivantes :

n+1 1

Tur = ”_Zk2 n+1 Zkfﬁ

1 n—(n+1)
(n+1)>2 n(n+1)
1 B 1
(n+1)?% n(m+1)
n—(n+1)
n(n+1)>
1

S — )
n(n+1)

Donc
Vn € N*¥, Thi1 < T

Conclusion,

la suite (T7,),,cn- est strictement décroissante.

6. Pour tout n € N*, on a

"1
"l =

3\'—‘

L |
Si=2qat

Ainsi,
li T, — =0.
wghg (Tn = 5n) =0
De plus, on a vu que (Sy,),,cn+ st croissante et (75,),, o~ est décroissante. Ainsi, les suites (Sy,),cn- €t

(Th),,en+ sont adjacentes. Or deux suites adjacentes convergent (et vers la méme limite). Conclusion,

Les suites (Sn),,cn+ €t (Thn),en+ convergent (et vers la méme limite).

Partie 3 : Il faut prendre le probléeme par la racine

Soit n € N. On cherche & déterminer tous les polynémes R,, € C[X] solutions de 1’équation
(En) (X —1)R), =nR,.

On note .7, 'ensemble des solutions de (E,,) dans C[X].

7. On note les points suivants

o 7, C C[X] par définition.
e Si P = 0c[x], alors (X — 1) P" = O¢[x) = nP. Donc O¢[x] € -7
e Soient (A, ) € C? et (P,Q) € .%2. Deés lors, on sait que

(X -1)P' =nP et (X -1)Q =nQ
Posons R = A P + p@. Alors, R € C[X] et
(X -1)R =(X-1)(AP+puQ)

=(X-1) ()\ P+ ,uQ’) par linéarité de la dérivation des polynémes
=AX-DP +u(X-1)Q
=AnP + unQ car Pe Y, et Q € .9,

:n(AP—l—/LQ) =nR.

Donc R € .7, et ¥, est stable par combinaisons linéaires.
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Conclusion,

‘5”” est un sous-espace vectoriel de C[X]. ‘

8. Sin=0,o0na
(Eo) (X — 1) R6 = O(C[X] = R6 = O(C[X] = Ry € Co[X]

Conclusion,
S = Co[X].

Soit R, € #,. On suppose R,, non constant.

9. Puisque R,, est non constant,

par le théoréme de d’Alembert-Gauss, R,, admet une racine a dans C.

On fixe a € C une racine de R,. On note p € N* sa multiplicité.

10. Puisque R, € .%,, on a
nR, = (X —1)R],.

Donc en dérivant p — 1 fois cette égalité,
nRPD = (X —1)R,)"V.

Par la formule de Leibniz,

p—1
nRﬁLp_l) = Z (p ; 1) (X — 1)(k) (R;I)(p—l—k)_
k=0

Or (X—l)(o) =X+1,(X-1)W =1et pour tout k >2, (X —1)® =0. Doncsip>2p—-1>1
et alors

nRPY = (pg 1) (X —1) (R + (p i 1) (R)*™ = (X —1)RW + (p— 1) R®V.

Si p =1, on sait que nR,, = (X — 1) R], donc I’égalité reste vraie. Conclusion,

nRP™Y = (X —1)RP) + (p —1) RP~D).

n

11. On sait que p est la multiplicité de a. Donc par caractérisation avec les dérivées, on a R;p _1)(a) =0
et Rﬁf’ ) (a) # 0. Donc en prenant X = a dans le résultat de la question précédente,

0=(a—1)RP(a)+0 & a—1=0 car RP)(a) # 0.
Conclusion,
a=1.
Par le théoreme de factorisation dans C[X], on sait qu'il existe m € N* (a1, ..., a;,) € C™ (les racines

de Ry), (n1,...,nm) € N™ (les multiplicités des racines) et A € C tels que
Ry =M]] (X —ap)™,
k=1

avec A # 0 car R, n’est pas constant par hypotheése. Or par la question précédente, R, ne possede
qu’une unique racine a = 1. Donc m = 1 et il existe A € C* et p € N* (la multiplicité de 1) tel que

Ry =A(X—1)"]

4/29




Mathématiques PTSI, DM8 Cor 2025-2026

12.

13.

En injectant I’expression précédente dans 1’équation (E,), on obtient

nA(X —1P = (X —1)pA(X —1)P! car p > 1
& pAX-1DP=pA(X-1)

Par unicité du coefficient dominant n A = pA. Or A # 0. Conclusion,
n=p.

Si R, n’est pas constant, alors par les questions précédentes, I\ € C* tel que R, = A (X —1)" et
donc R, € Vect ((X —1)"). Supposons R,, € .}, constant, R,, = c avec ¢ € C. Alors R], = O¢[x]. Dés
lors,

(En) nR, = (X —-1)R), & nc=>0 & c=0 car n # 0.
Donc R, =0 € Vect ((X —1)"). Donc
Zn C Vect (X —1)").
Réciproquement, soit R,, € Vect ((X — 1)"). Deés lors,

INEC, R,=A(X-1".

Par suite,
(X-1DR, =(X-1)nA(X-1)"" carn > 1
=nA(X-1)"
=nR,.

Donc R, € .%, et ainsi,
Vect (X — 1)) C 7,.

Conclusion,

| = Vet (X —1)")..|

Partie 4 : Découper en petits morceaux pour mieux ’apprécier
n

On fixe n € N, n > 2 et pour tout k € [1;n — 1], on note wy = cotan (k”)

14.

n

Soit k € [1;n — 1]. On a les égalités entre réels suivantes :

((n — k) 77)
Wp_k = cotan | ———
n

=cotan | m — —
n

COS (’/T — k%)

sin (7r — %’T)

— COS (kni)
)
—~ ).

sin(’C7r
’wn_k = —wk.‘

n

= — cotan

e

Conclusion,
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Onpose R, =(X—-1)"et Q,=R, (X +2)—R,(X)=(X+1)"—(X-1)".
15. On a les égalités entre polyndmes suivantes :

Q=X+1)P2—(X-1P2=X24+2X+1-X>+2X —1=14X.

Aussi,
Qs=X+1)° - (X -1 =X3+3X2+3X+1—- (X®-3X*+3X - 1) =6X*+2.
Et enfin,
Qu=X+1D'— (X -1)' = X1 +4X3 + 6X% +4X +1— (X' —4X3 +6X% —4X +1)
=8X> +8X.
Conclusion,

Qy = 4X, Q3 =6X%+2, Q4 =8X3 + 8X.

16. Si n est pair, il existe p € N, p > 1 tel que n = 2p. Des lors,
Qu(~X) = (X +1)" = (=X = 1) = (=X + 1) — (=X — 1)*
= (X -1 - (X+1)* car (-1)% =1
= —Qn.
Donc dans ce cas, @), est impair.
Si n est impair, il existe p € N, p > 1 tel que n = 2p + 1. Dans ce cas,
Qu(=X) = (=X +1)" = (=X = 1)" = (=X + ! - (-x — 1™
= (X -7 4 (x 1)t car (—1)%#T =1
= Qn.
Donc dans ce cas, @), est pair.

Conclusion,

‘Le polynéme @Q,, est de méme parité que n + 1. ‘

17. Par la formule du bin6me de Newton, on a

n

X =y (Z) xXFrh = 3 (Z)Xk

k=0 k=0
De méme (X —1)" = an (Z) X*(=1)"*. Dot
k=0
k=0 k=0 k=0

Sik=n,onal—(—1)" =1-1=0.Sik=n—1,onal—(—1)"""=2 Donc

n—2
_ n n—1 n k _ (_1\n—k
n = (n - 1) 2X" 4+ ;;:0 (k:)X (1 (—1) ) car n > 2.

=A

Or deg (A) < n — 2. Conclusion,

deg (Qp) =n—1 et son coefficient dominant est 2( " 1) = 2n.
n —_—
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18. Soit z € C. On a les équivalences entre complexes suivantes :

19.

20.

+1)"—(:-1)"=0 & (z+1)"=(z—1)"

- 2kT

& Jk € [0;n — 1], z4+1=¢e"n (z—-1)
& Fkelon-1], (1) = (5 41).
SikzO,z(l—ei%Tﬂ):—( i ) 0 = —2 impossible. Donck;éOetl—ei%TﬁyéO. Dans ce
cas,
+1)"—(z-1)"=0 &  Jke[bn-1), z=- eim.
1—¢n

Or par factorisation par ’angle moitié,

2k:7r jkm sk _ikm
+1 e'n e''n +e Tt
_1 — e 2}1? B _—ei%ﬂ eik?w —efik?w
2003(1”)
QZsm(k”)
= —zwk

Conclusion,

+D)"—(z=1)"=0 & ze{—iwk|ke[l;n—-1]}.

Soit z € C. Par la question précédente, on a

z racine de @ & Q(z) = 0c
& +1)"=(z=-1)"=0
& ze{—iwk | kel;n—1]}.

Donc pour tout k € [1;n — 1], —iwy est une racine de . Montrons qu’elles sont distinctes. Soit
(k,1) € [1;n — 1]?, tel que —iwy = —iw;. Alors, wy, = w; i.e.

( km ) ( I >
cotan| — | =cotan|{ — | .
n n

Or 2 € 10; 7 et = € ]0; [ car (k,1) € [1;n — 1]2 et par la question [3]des préliminaires cotan définit
une bijection de ]0; 7| dans R. Notamment cotan est injective sur |0; 7| donc

ko1
T 4 k=l
n n

Par contraposée, k # [ implique —i wp # —iw; et les racines trouvées sont distinctes. Conclusion,

‘Qn possede au moins n — 1 racines distinctes : —iwq, —Twa, ..., —1Wn_1. ‘
Par la question précédente, —iwi, —iwa,..., —iwy,_1 sont n — 1 racines distinctes de @, et par la
question deg (@) = n — 1. Donc —iwy, —iws,..., —iw,_1 sont exactement les n — 1 racines de

@y Ainsi, il existe A € C,

1:[ (X +iwg)

Or toujours par la question le coefficient domlnant de Q,, est 2n donc A = 2n. Conclusion,

Qn=2n]] (X +iw).
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21. Soit m € N* et n = 2m + 1. Il faut rassembler les racines conjuguées 'une de 'autre. Or puisque
wy = cotan ( ) €ER,ona —iwg =iwk =1(—wy_k) d'apres la questionm Donc

W = —1Wp_f -

Ainsi,

2m m 2m

Qn = Q2m+1 :2nH (X +iwg) =2n H X +iwg) H (X +iwg).

k=1 k=1 k=m+1

Posons k = 2m + 1 — k dans le second produit,
m m
Qn=2n ] (X +iw) H (X +iwamt1-k)

_ 9 ﬁ[(X—I—zwk)(X-l-iwn—k)]
— ﬁ (X +iwg) (X +iw)]
= ﬁ [X2+2Re(zwk)X+!1wk!]

o ()]

< 7r . donc cos (k”) > (0 et sin (7”) > 0 et donc cotan (k”) > 0.

n n

:2nH {XQ—F

Orsil<k< malorsO<
Conclusion, dans R[X],

2m+1

UL k
Qo2m+1 =202m+1) H (X2 + cotan (—F)) .
n
k=1

Partie 5 : P, n’est qu’un déguisement de @,

2 1
On considere toujours n € N, n > 2. On pose P, = Z ( nt )Xk.
k=0

22. On a les égalités entre polyndémes suivantes :

2
5 5 5
p2:Z(Qk)Xk:1+(2>X+<4)X2:1+10X+5X2.

k=0

Py = 220(2;))(’“ =1+ (;>X+ (1)X2+ (Z>X3 =1

Or par le triangle de Pascal, on a les coefficients suivants & l'ordre 7 : 1,7,21,35,35,21,7,1. D’ou

De méme,

Py=1+21X+35X%2+7X3.

Conclusion,

P, =5X2+10X +1, Py =7X%+35X2+21X +1.
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23. (a) Soit t € C. On a les égalités entre polynoémes suivantes :

(20 4+ 1Y vopon-2k i1 2n+ 1\ Copr1,on—2k
A—Z( o )X t +Z okt 1 X2k+1y

k=0 k=0
" (on+1 2n + 1
_ X 2ky2n—2k+1 X 2k+1y2n—(2k+1)+1
> (" > (5h

Posons pour tout k € [0;2n + 1], ux = (2”;1)th2”*k+1. Dés lors,

n n 2n+1
A=Yt Yma= Y wmt Y w= Y,
k=0 k=0 0<p<2n+1 0<p<2n+1 p=0

p pair p impair

Ainsi, par la formule du binéme de Newton,

2n+1
Ao "Z <2 +1>th2n k41l _ (X+t)2n+1

Conclusion,

(b) Par définition, on a
Q2n+l (X) _ (X + 1)2n+1 - (X o 1)2n+1 )

Donc par la question précédente en prenant t = 1,

n " (2n+1 " (2n+1
(X+1)"= Z( ok )X2k+ Z (2k+1>X2k+1'
k=0

k=0
De méme, en prenant ¢t = —1,
" (on+1 " (o2n+1
( ) kz: ( 2k ) (=1) + Z 2k +1 (=1)

=0 k=0

" (2n+1 " (2n+1

— _ X2k X2k+1.
() S e

Donc en faisant la différence de ces deux expressions, les termes impairs disparaissent,
2n+1
Qan+1(X) =2 Z ( )X% +0=2P, (X?).

Conclusion,

Qoni1(X) = 2P, (X?).

24. On sait que pour tout k € [1;(2n + 1) — 1] = [1;2n], —icotan (27’;11) est racine de Q2,41 donc

km
ket e Qo (icotn ()
€ [1;2n] c = Q2n+1 | —icotan 1
km
_ a2 2
—2Pn(( i)” cotan (Qn—i—l))

=2P, (cotan2 < b )) .
2n+1
9/20
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Donc pour tout k € [1;n], — cotan? (2 SL) est racine de P,. Montrons que ces racines sont distinctes.

Soit (k,1) € [1;n]? tel que

k l
— cotan? ( il > = — cotan? < T ) .
2n +1 2n+1

Alors,
cotan? ( il > = cotan? ( I )
on+1/) 2n+1/"
gr 0.< 2511 < 2;‘11 < 57 = 5. Deméme 0 < 27111 < 5. Donc cotan (27]‘511) > 0 et cotan (2;;[1) > 0.
insi,

¢ ( km > ¢ ( I >
1 = n .
cori\o, 1) T M\ g

Or par la question [3.| des préliminaires, cotan est bijective donc injective sur |0; Z | donc
2

km lm

2n+1 2n+1

Donc — cotan? (57—, k € [1; n] forment n racines distinctes de P,. Or deg (P,) = n (car n+l #0).
2n+1 2n

Donc P, posséde exactement n racines (comptées avec multiplicité) dans C. Donc

— cotan? (

5 _T_ 1>, k € [1;n] forment les n racines de P,, qui n’en posséde pas d’autre.
n

25. Soit P un polynomes de degré n > 1 scindé dont les n racines sont notées x1,...x,. Posons P =

n
Z apX®, a, # 0. Alors,

k=0
Ay
xle...xn:(—l)”@ et xl—i—---—i—xn:—nl.
Qanp Qp
26. Puisque zj, = — cotan? (2511), pour k € [1;n] sont les racines de P, et que son coefficient d’ordre n
vaut a, = (2221) et celui d’'ordre n — 1 a,,_1 = @ZS), on en déduit que
n 2n+1 (2n+41)!
2 km _ (2n—2) _ (2n=2)!1(2n+1—(2n—2))!
> —cotan m+1) Ty T Cn+1)!
k=1 2n (@n)!(2n+1-2n)!
(2n+1)!
(2n—2)131
T (@2n+1)!
(2n)!
(2n)!
(2n —2)16
_ 2n(2n+1)
B 6
_ n(2n+1)
3 .

Conclusion,

zn:cotanz( km > _n(2n-1)
2n+1 3 '
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Partie 6 : Conséquence constructive, conclusion convaincante et méme consécration
complete

On admet que pour tout z € [0; 5[, 0 < sin(z) < z < tan(z).
(ce qui se démontre par une simple étude de fonction).

27.

28.

29.

30.

Soit f : x — x —sin (z). La fonction f est définie et méme dérivable sur }O; g[ et pour tout x € ]0; g [,

f'(z) =1—cos(x).

Or pour tout x € ]0; 5 [, cos () < 1 donc f'(x) > 0 et la fonction f est strictement croissante sur
]O; o [ Ainsi
7r
vae |02, f@) > lim f() = £(0) =0,
D’ott  — sin (z) > 0 i.e. > sin(x). De méme, posons g : = — tan (x) — x. La fonction g est définie
et méme dérivable sur ]0; 5 [ et

Vo € }0; %[, d(z) =1 +tan?(z) — 1 = tan®(z) > 0.
Donc la fonction g est strictement croissante sur ]0; g[ et donc
™ .
v e 0T |, g(@) > lim glw) = 9(0) = 0.

Conclusion,

Vo € }0; g [, sin(r) < = < tan(x).

Soit xz € ]0; 3 [ Par la décroissance de la fonction u — u—lz sur R%, on a

1 1 1 1 cos?(z) + sin®(z) 9
0< <= < & 0<cotan’(z) < — < , = cot 1.
tan?(z) ~ 22  sin?(z) cotan”(z) x? sin?(z) cotan”(z) +
Conclusion, on a bien
T 2 1 2
V:EE]O;E[, cotan®(x) < — < 1+ cotan ().
T

Soit k € [1;n]. Posons = 57 +1 Alors 0 <z < 575 < 57 = §. Donc par la question précédente,

k on +1)2 k
cotan2( il ><(n+ ) <1+cotan2( il )
o2n+1 k22 2n +1

Ou encore, puisque ——— > 0,

(2n +1)

2 k 1 2 k
VEk € [1;n], 7T200tan2( T ) <<7T2<1+cotan2< T >)
(2n+1) 2n+1/ " k? T (2n41) 2n + 1

En sommant entre 1 et n, on obtient que

= < e (1o (517)
t — < — 1 t .
(2n+1 Zcoan (2 +1> z::k: 2n+1 Z -+ cotan M1

k=1

11/20
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km >:n(2n—1)

D
m+ 1 3 one

n
Or par la question |26. Z cotan? (
k=1

2 n(2n-1) 72 (2n?) _ow?

(2n +1)* 3 n—too 4n?2 x3 6

2 < N n(2n — 1)) 2 (an) 2
n ~ ) = 2
(2n +1)° 3 n—too 4n2 \ 3 6

Donc par le théoreme d’encadrement pour les équivalents,

D’autre part,

g1 =
= k2 n—too 6

31. Deux équivalents ayant la méme limite, on conclut finalement que

+o00 n 2
1 1 T
— = 1 — =

Apres tant d’efforts, comment ne pas étre émerveillé par la beauté des mathématiques...

Probleme II - Espace Vectoriel

Pour E un sous-espace vectoriel de R[X], on pose FF'={P € E| P(0) = P(1) =0r }.
Partie 1 : La base, c’est s’adapter.

On suppose dans cette partie que E = R4[X] et on pose = (1, X, X (X —1),X*(X — 1), X3 (X —1)).

1. Par le cours, on sait que

Bean = (1,X, XQ,X?’,XZL) est la base canonique de E = Ry[X].

2. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E. On a

e F C FE par définition.
e Si P = Og[x), alors en particulier, P(0) = P(1) = Og. Donc Og(x) € F.

o Soient (A, 1) € R? et (P,Q) € F2. Posons R = X\ P + uQ. Puisque P € F, on a P(0) = P(1) = 0.
De méme @ € F donc Q(0) = Q(1) = 0. Ainsi,

R(0) =AP(0)+ uQ(0)=0 et R(1)=AP(1) + uQ(1) =0.
Donc R € F et F est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

’F est un sous-espace vectoriel de E. ‘

12/20
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3. Méthode 1. Soit P = ag + a1 X + a2 X? + a3 X? + a4 X* € R4[X]. On a les équivalences suivantes :

P € Vect (£)

& H(x,y,z,t,u)€R5,P:x—l—yX—l—zX(X—1)+tX2(X—1)—|—uX3(X—1)

& I(z,y,z,t,u) €RY, P=x+(y—2) X+ (z —t) X? 4+ (t —u) X3 + uX*?
ag=x
a1 =y—=z

& I(z,y,2,t,u) €R®, {ag =2 —1t par unicité des coefficients d’un polynome
az=1t—u
ag =u
T = ag
y=a1t+z=a+ag+a3+aq

& EI(J:,y,z,t,u)ER5, z=ago+t=as+az+ay Iexistence est toujours vraie.
t=a3+u=as+ aq
U= ay

Donc pour tout P € R4[X], P € Vect (A) et donc Ry[X] C Vect (#) et réciproquement puisque la
famille # est une famille de vecteurs de Ry[X], on a Vect (#) C R4[X]. Donc

Vect (#) = Ry4[X].

Méthode 2. Les opérations élémentaires ne modifient pas l'espace engendré. On a donc les égalités
suivantes :

Vect (%) = Vect (1, X, X (X — 1), X*(X —1),X* (X — 1))
= Vect (1, X, X? — X, X% — X? X* - X?)
= Vect (1, X, X?, X% — X? X* - X?) C3 < C3+ Cy
= Vect (1, X, X?, X% X* — X?) Cy «+ Cy+ Cs
= Vect (1, X, X?, X% X*) Cs5 < C5+ Cy
= Ry[X] car on reconnait la base canonique de R4[X].
Conclusion,

’@ est génératrice de F. ‘

4. Montrons que 4 est une base de E. On sait déja par la question précédente que A est génératrice
dans E. De plus, £ est une famille de polynémes de degrés distincts. Donc £ est libre. Conclusion,

‘% est une base de E.

5. Soit Bp = (X (X —1),X?(X —1),X3(X —1)). On observe les points suivants :

o A est une sous-famille de A. Or A est libre, donc L est libre.
o Montrons que A engendre F i.e. Vect (#r) = F. Soit P € E. On a les équivalences suivantes :

PeF & F0)=F(1)=0

0 et 1 sont des racines distinctes de P
X (X —1) divise P

IQeRX], P=XX-1)Q.

r e
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Or deg (P) < 4 donc deg (@) < 2. Ainsi,

PeF & 3QeRX], P=X(X-1)Q
& J(a,b,c) eR®, P=X(X—1)(aX?>+bX +c)
& J(a,b,c) €R®, P=aX3(X —1)+bX*(X —1)+cX (X —1)
& P € Vect (BrF) .
Donc on a bien F' = Vect (BF) et B est génératrice dans F.

Conclusion,

‘%F est une base de F. ‘

6. Posons #; = (1, X). On sait que % est la base canonique de R;[X]. On a donc les points suivants :

o % est une base de R;[X],
e Ar est une base de F',
o de plus, (%1, %Br) = A, donc est une base de E.

Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

[Ri[X]® F =E.|

Partie 2 : La division unifie le tout !
Pour FE un sous-espace vectoriel de R[X], on pose FF={P € E| P(0) = P(1) =0r }.
7. Montrons que F' et R;[X] sont en somme directe. Montrons que FNR;[X] = {0g}. Soit P € FNR; [X].

Alors, P € Ry[X] i.e. deg(P) < 1. Or P € F donc 0 et 1 sont racines de P. Donc P admet deux
racines distincts ce qui est davantage que son degré donc nécessairement P = Og[x). Ainsi,

FAR[X] C {0p}.

Réciproquement, F' et R;[X] sont des sous-espaces vectoriels de E donc Op € F et O € Ry[X] et
donc {Og} C FNR;[X]. D’ou
FﬁRl[X] = {OE} .

Conclusion,

‘F et R;[X] sont en somme directe. ‘

8. Soit P € E. Par le théoréme de la division euclidienne, il existe (Q, R) € R[X]? tel que
P=X(X-1)Q+R et deg (R) < deg(X (X —1)) =2.

Donc deg (R) < 1 i.e. R € Ry[X]. Donc il existe (a,b) € R? tel que R = aX + b. En évaluant en 0 et
1, on a

{P(O) =0+ R(0)=1b - {b = P(0)
P1)=0+R(1)=a+b a=P(1)—b= P(1) — P(0)

Conclusion, le reste R de la division euclidienne de P par X (X — 1) est donné par

|R=(P(1) - P(0)) X + P(0).|

9. Montrons que F' et R;[X] sont supplémentaires dans R[X]. Il nous don démontrer les deux points
suivants :
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(i) F et Ry[X] sont en somme directe,
(ii) F+Ry[X]=E.

Le point (i) est vrai par la question 7] Montrons le point (ii). Puisque F et R{[X] sont des sous-espaces
vectoriels de F, on a F'+R;[X] C E. Montrons 'inclusion réciproque. Soit P € R[X]. Par la question
précédente, il existe (Q, R) € R[X] x R;1[X] tel que

P=X(X-1)Q+R.
Posons Pr =X (X —1)Q et P, = R. Alors,

. PF(O):PF'(l):O Donc Pr € F,
o P, = R € Ry[X] d’apres la question précédente,
° PF + P =P.

D'ou, P € F + Ry[X]. Ceci étant vrai pour P € R[X] quelconque, on en déduit que
E C F+Ry[X].

Donc
E =F+R[X].

Conclusion, par (i) et (i), on en déduit que

‘F et R1[X] sont supplémentaires dans E i.e. FF & R[X] = E. ‘

NB1 : ce résultat généralise celui de la partie précédente car nous l'avons fait dans R[X]| mais on peut
appliquer exactement le méme raisonnement dans R, [X].

NB2 : le théoréme de la division euclidienne garantissant également 'unicité, il était possible de
Dutiliser aussi pour montrer que F et Ri[X] étaient en somme directe en revenant a la définition du
caractére directe (et non la propriété avec l'intersection).

Exercice III - Séries numériques

Soient a € R4 et a € R. On souhaite déterminer les valeurs de a et a pour lesquelles la série ), o« un

converge avec

na

1+a)(1+a?)(1+a3)---(1+am)’

Vn € N*, Up =

Partie 1 : Le cas nul n’est pas si mauvais

On suppose dans cette partie que a = 0. Dans ce cas,
Vn € N*, Up = n.

1. La série E n® est une série de Riemann d’exposant —a. Donc
neN

Z n® converge & —a>1 & a < —1.
neN
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2. On suppose que o = —3. Soit n € N* et N > n+1. La fonction f : x +— z% est strictement décroissante
sur |0; +oo[. Par le théoréme de comparaison série-intégrale, puisque n > 1,

N+11 N Nl
/ t—3dt§ > ukg/ t—3dt
n n

+1 k=n+1
< {_ 2} < D wks [ 2}
2t n+1 k=n+1 2t
N
1 1 1 1
- - X X
2(n+1)°> 2(N+1)° k;ﬂ " on? 2N?
Conclusion,
1 1 al 1 1
Vn € N*, VN > n+1, — < Up < —= — ——— .
2(n+1)7  2(N+1)° k:zn;l " on? T 2N?

3. Puisque @ = —3 < —2, on sait par la question [1.[|que la série Z Uy, converge. Donc son reste d’ordre

neN*
N
n existe i.e. lim Z uy existe. Donc par passage a la limite quand N — 400 dans la question
N=eo k=n+1
précédente :
1 = 1
o< Y wegy
2 X509
2(n+1)" 50 2n
On sait que n +1 ~ n. Donc par élévation & la puissance —2, on obtient que —— ~ 3.
n—+oo (n+1)" n—s+too ™

Ainsi,
1 1
2 (n 4 1) n—+oo 2n2’

Donc par le théoréme d’encadrement des équivalents, on en conclut que

+oo 1
Uu ~ b
Z K oo 2n2
k=n+1

Partie 2 : Cahin-caha traitons le cas a =1

On suppose que a = 1. Dans ce cas,

[0} (&2 (e}

n n n

I+ (1412 (1+17) 2x2x---x2 2%

Vn € N*, Up =

+2 . ,
“on - Donc par croissance comparee,

4. Pour tout n € N*, n?u,, = n;

lim n2u, = 0.
n—-+o0o

5. Par la question précédente, on en déduit qu’il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, 0 < nu, <1

ie. 0 <uy < # Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc par
neN*
le théoréme de comparaison,

E un converge.
neN*
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6. Pour tout x € |—1;1[ et pour tout n € N, on pose
n
— Yk
k=0

(a) Soit n € N. La fonction f, est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale donc notamment
sur |—1; 1[. De plus,

Vo € ]-1;1], xfl (x —kaxk ! kak:Zk‘xka.
k=1 k=0

Conclusion, ‘ fn est dérivable sur |—1; 1[‘ et

Ve e]-1;1], zf) (x Zk:c

(b) Soit z € ]—-1;1[. On observe que f,(z) est une somme géométrique de raison x # 1. Donc
1 — gt
o) =5

La fonction = +— 171””_71;1 est dérivable sur |—1; 1[ et on obtient que

—(n+1)x”(lfx)+(1f:c”+1)

Vo € |-1;1], '(x) =
EEINAE =
4+ )a"+(n+1-1)a" T +1
(1-2)* '
Ainsi par la question précédente, pour tout n € N et tout x € |—1;1],
n n+1 1) 2™ 1
Zk‘:{:k:mf,/l(a:):x(nx (n+2)x + )
P (1—x)

Notamment, pour z = 5 € |—1;1[, il vient
iﬁz%(z’i —"+1+1)
k
- (1-4)°
sz (n—2n — 2+ 271
= T

4
2n+1 —-n—=2
_7271

Conclusion,

"k n+2
k=0

Formule que l'on peut vérifier au rangn =0, n=1 oun = 2.
(c) On suppose que a = 1. Alors pour tout n € N*, u, = 5. Donc par la question précédente, pour

tout n € N*,
n n
n + 2
ZUkZZQk ng: -
k=1 k=1
Or par croissance comparée, ”2—‘22 — 0. On retrouve donc bien que Z Uy converge et
n—-+00 el
= n+2
Z up = lim 2 — = 2.
= n—-+o00 n
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Partie 3 : Par dela la géométrique

On suppose que a > 1.

7. Pour tout k € [1;n], 1+ a® > 2. Donc par produit, comme tous les termes sont positifs, on obtient
directement que

Vn € N*, (1+a)(1+a2)---(1+a")>2".

8. Par la question précédente, comme n® > 0, pour tout n € N*,

nO{
0<u, < o
(6%
Or par la partie précédente, on a vu que E — converge. Donc par le théoréme de comparaison,

n
neN* 2

E Uy, converge.
neN*

Partie 4 : Quand la série révele sa vraie nature

On suppose que 0 < a < 1. On pose pour tout n € N*, v, = In (uy,).

9. Puisque a € ]0;1[, on a a” — 0. Donc
n——+00

In(l+a") ~ a™

n——+00

Or pour tout n € N*, a™ > 0 donc Z In(14a") et Z a" sont de méme nature. Or la série Z a”
neN* neN* neN*
converge en tant que série géométrique de raison a € |—1; 1[. Conclusion,

> In(1+a") converge.
neN*

On note ¢ sa somme totale.

10. Pour tout n € N*, on a

o

vp, = In (uy) =In (m) =aln(n) — kz::lln (1 + ak) .

On sait par la question précédente que > ;_; In (1 + ak) — £ € R. On en déduit donc que

n—-+oo
—oosia<0
lim v,=< —¢sia=0
n—-4oo
+o0o sia > 0.

Puisque pour tout n € N*, u,, = €. Par composée, on en déduit que

Osia<O
lim u,=<{e‘sia=0
n—-+o0o

400 sia>0.
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11.

12.

13.

14.

Si a > 0, par la question précédente, (uy),cn- ne tend pas vers 0 (car e > 0 pour @ = 0 et sinon
elle diverge vers +00). Dans ce cas,

La série E uy, diverge grossierement.
neN*

Soit & < 0. On a vu que
k _
g:lln(l—l-a) _;LOO€+0(1).

n

Donc
= | 14 1).
Un =« n(n)+£+o(1)
Ainsi,
4
Up =¥ = e@mmHLro(l)  _ pagleo(t) o © (14+0(1)).
" n—+o0 n——+o0 n—+oco N~
Conclusion,
ef
tn n—+oo N~

Par la question précédente, et puisque pour tout n € N*, > 0, on en déduit que Z Uy €t

n*&
neN*
‘ ‘
e R 0 e
Z — sont de méme nature. Or e” étant une constante non nulle, on observe que Z — est une
neN* neN*
série de Riemann d’exposant —«. Ainsi,
eK
Z Uy, converge = Z — converge = —a>1 = a < —1.
neN* neN*
Conclusion,

Si a < —1 alors, Z uy, converge et si a € [—1;0], Z u, diverge (mais pas grossiérement).
neN* neN*

Par les parties précédentes, on sait que

e sia =0, alors la série converge si et seulement si a < —1,
e si0 < a<1,alors la série converge si et seulement si o < —1,
e sia =1, alors la série converge pour tout a € R,

e sia>1, alors la série converge pour tout o € R.

Conclusion, ’ensemble .7 est donnée par la partie rouge ci-dessous :
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