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Correction du Devoir Maison 9
Applications linéaires et probabilités

Du mardi 21 avril

Soit F un espace vectoriel. On cherche dans ce probleme & étudier les endomorphismes u de E vérifiant
(%) =

Partie 1 : Un exemple dans R?

R — R?

Soit A€ A5 (R) et f: X o AX

1. Soient X € R3. Puisque A € .#3 (R), alors AX € R3. Donc pour tout X € R3, f(X) € R? et donc f
va bien de R? dans R3.

Soient (\, ) € RZ et (X,Y) € (R3)2. Posons Z = A X 4+ pY. On a
FTOAX+uY)=f(2)=AZ=AMNX +uY) = XNAX + pAY =\ f(X) + puf(Y).

Donc f est linéaire. Conclusion,

L’application f est un endomorphisme de R? : f € & (R3) .

1 -1 0
On suppose maintenant queA:% 3 1 —4
1 -1 0
x
2. Soit X = |y| €R3. On a
z
X € Ker(f) & f(X)=0ps
1 1 -1 0 T
& 3 3 1 —4 y| = Ogs
1 -1 0 z
vy
<~ 5 3$+y—42 :ORS
L T—Y
r—y=20
& 3r+y—42=0
z—y=0
xT=y
& 3r+x—42=0
0=0
& r=y=z.
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Deés lors,
T 1
Ker(f) = yl eR3 |z =y=12p = Vect 1
z 1
Bk

La famille i engendre Ker (f) et est libre car (1,1, 1) # Ogs. Conclusion,

1
B = 1 est une base de Ker (f).
1

3. Par la question précédente, Ker (f) # {Ogs }. Donc

‘f n’est pas injective. ‘

De plus, toujours par la question précédente, dim (Ker (f)) = Card 1 =1 i.e. Ker(f) est une

droite vectorielle. Donc par le théoréme du rang,

rg (f) = dim (R?) — dim (Ker (f)) =3 —1=2.

Enfin, puisque rg (f) = 2 # 3 = dim (R?), on en déduit que

’f n’est pas surjective.‘

4. La famille ¥ = O ) est génératrice de R3 (en tant que base canonique) donc
[1] [0 0
Im(f)=f| Vect | |0, 1], |O
0] [0 1
[1] 0 0
= Vect | f 0  f 1  f 0
10| 0 1
1 1 -1 0 1 1 1 -1 0 0 1 1 -1 0 0
= Vect 5 3 1 -4 0 '3 3 1 -4 1 '3 3 1 —4 0
1 -1 0 0 1 -1 0 1 -1 0 1
1 -1 0
1 1
= Vect 3 31,= |1 ' —4
|1 -1 0

Or les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré. Donc

1 [—1 0 Cl “— 201
Im(f)=Vect [ |3],]1],|1 Cy « 2Cy
1] -1 0 C3 + —%03
(17 [0 0
= Vect 31, (4,11 Cy+—Cy+Cy .
1] |0 0




Mathématiques PTSI, DM9 Cor

2025-2026

On remarque que Cy = 4C3 et donc on peut I'Gter :

1 0 1 0
Im (f) = Vect 3, |1 = Vect 0f,|1
1 0 1 0

B1

01%01*302 .

La famille #; engendre Im (f) et les deux vecteurs n’étant pas colinéaires, % est libre. Conclusion,

1 0
Br = 0], |1 est une base de Im (f).
1 0

NB : on retrouve bien que rg(f) = dim (Im(f)) = Card (%r) = 2.

. Pour tout X € R?, on a

f2(X) = f(f(X)) = Af(X) = A(AX) = A’X.

Donc
Iy R3 — R3
X - A2X
De méme,
Iy R} — R?
X o~ A3X
. On calcule
1 -1 0 1 -1 0 —2 -2
1 1 1
A22731—4x§31—4:122
1 -1 0 1 -1 0 -2 -2
Puis,
L1 -1 0 e
AS:AA?:5 3.1 —4)xg| 1
1 -1 0 -1
-2 -2 4
1
-2 -2 4
e
=5 1 1 =2
-1 -1 2
= A2

Donc, par la question précédente, pour tout X € R3,
X)) =A3X = A?2X = f2(X).

Conclusion,

f3 — f2~

On pose F; = Ker (f — Idgs) et G; = Ker (fQ).

3/19
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x
7. Soit X = |y|.On a
z
X ek ~ (f—IdR’i) (X) :ORB
4 f(_X)—XZORS
& f(X)=X
1 x—y x
& 5 3r+y—4z| = |y
T —y z

r—y—2r
& 3r+y—4z —2y| = Ops
rT—y—2z

& 3r—y—4z =
rT—y—2z=
oy =0 Ly Ly +3L
_ 2 < Lo 1
< —dy—42=0 Ly Ly+ Ly
-2y — 2z =
r+y=0 L1+ —14
g Yy+z= L2<——%L2
i
y+z= Lz« —3Ls
& {x_y
=Y
D’ou
T 1
= yl eR® |z =2=—y p = Vect -1
z 1
:<%F1

La famille #r, engendre F} et est libre car le vecteur est non nul. Conclusion,

1
Br, = -1 est une base de F1.
1




e
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x
On procéde de méme pour G;. Soit X = [y|. On a
z

X eGy o FAHX) = Ogs
= A2X = ORS

1 -1 -1 2 T
<~ 5 1 1 —2 Yy :OR3
-1 -1 2 z
—r—Yy+2z=
& r+y—2z=0
—r—y+2z=
—r—y+2z=0 I Ioi L
_ 2 Lo+ Ly
< 0=0 L3<—L3—L1
0=
& T=—-y+2z
Des lors,
T —y + 2z —1 2
G, = yl eR® |z =—y+2zp = Yy eR? | (y,2) € R* 3 = Vect 11,10
z z 0 1
=%a,

La famille %, engendre donc (1. Les deux vecteurs n’étant pas colinéaires, on en déduit que H¢,
est libre. Conclusion,

-1 2
Ba, = 11,10 est une base de Gj.
0 1

Par la question précédente, on a dim (F}) = Card (Zp,) = 1 et dim (G;) = Card (%B¢, ) = 2. Donc
dim (F}) + dim (G1) = 1+ 2 = 3 = dim (R?)..

D’autre part,

1 -1 2 1 -1 2
Fi + G1 = Vect -1 + Vect 11,10 = Vect —1],]1 11,10
1 0 1 1 0 1
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Or les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré. Donc

1 [0 0]
_ CQ < CQ + 4
F + G1 = Vect 11,101, 2 Cs  Cy — 20,
| 1] [1 —1)
(17 [0 0]
= Vect —11,(21],]0 Co + C3
1] [-1 1
1] [0] [O]
Cl — Cl — C3
= Vect -11,12],10
o] o] |1 Co C2+C3
1] [0] [O]
= Vect —1{,]1], {0 Cy %CQ
L 0] (0] |1]
1 0 0
= Vect 0, (1],10 Ci <+ Ci+ 0
10 0 1
=R3 car on reconnalt la base canonique.

Donc dim (F1) + dim (G1) = 1+ 2 = 3 = dim (R?) et F} + G1 = R3. Conclusion,

F et G sont supplémentaires dans R? i.e. F} & G; = R3.

Partie 2 : Un exemple dans Ry[X]
Pour tout P € Ry[X], on pose
p(P)=P—(X+1)P' +(X*-1)P"
On note ¥ = (1,X, XQ). On pose F» = Ker (<p —IdRQ[X]) et G2 = Ker (<p2).
9. Soit P € Ry[X]. Alors, ¢ (P) =P — (X 4+ 1) P'+ (X2 — 1) P” est un polynome et I'on a deg (P) < 2,
2e

deg (P') < 1, deg (P") < 0. Donc deg (X + 1) P') < 2, deg ((X? — 1) P”). Ainsi, deg (¢ (P)) <
donc ¢ (P) € Ro[X]. Donc ¢ va bien de Ry[X] dans Ro[X].

Soient (A, 1) € R2, (P,Q) € Ry[X]. Posons R = A P + uQ. Alors,
(AP +pQ)=¢(R)
=R-(X+1)R+(X*-1) R
=AP+uQ — (X +1) (AP +pQ') + (X? =1) AP" 4+ nQ")
par la linéarité de la dérivation
=AP-(X+1)P+(X*-1)P)+p(Q@-(X+1)Q + (X*-1)Q")
=Ap(P)+pe(Q).

Donc ¢ est linéaire. Conclusion,

‘On a g € Z (Ry[X]) ie. ¢ est un endomorphisme de Ry[X]. ‘

10. (a) On a les calculs suivants :
e(1)=1-0+0=1
P(X)=X—(X+1)+0=-1
(X)) =X>-(X+1)2X)+2(X*-1)=X*-2X -2

Conclusion,

p(l)=1, oX)=-1, pXH=X>-2X-2.




11.

12.

13.

e
g
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(b) Par la question précédente,
P =ple@)=p1)=1
O (X)=p(-1)=—p(1)=-1 car ¢ est linéaire
P* (X?) = (X?—2X —2)
:go(X2) —2¢(X)—2¢(1) car @ est linéaire
=X2-2X-2-2(-1)-2
=X2-2X-2

Conclusion,

P1)=1 PX)=-1, ¢ (X?)=X*-2X-2.

Donc les applications linéaires ¢ et ¢? coincident sur la base €. Or une application linéaire est
entierement définie par 'image d’une base. Conclusion,

Y =

Par suite, on a aussi,
¢’ =pop’ =pop =y’ =0p.

Conclusion,

@ vérifie D P =2,

Puisque % est une base de ¢, on en déduit que f (%) est une famille génératrice de Im (¢). Donc par

la question
Im () = Vect (¢ (€)) = Vect (¢ (1), ¢ (X), ¢ (X?)) = Vect (1, -1, X? — 2X —2).
On remarque que Cy = —C donc on peut 1’éter. Ainsi,
Im (p) = Vect (1, X? — 2X —2).

Posons %) = (17 X2 -2X — 2). Les deux polynomes n’étant pas colinéaires, on en déduit que A} est
libre. Comme elle engendre Im (¢),

A} est une base de Im (p).

Par suite, rg (¢) = dim (Im (¢)) = Card (#}) = 2. Conclusion,
rg (p) = 2.

(a) Par linéarité de ¢ puis par la question on a
e(X+1)=p(X)+¢p(1)=-14+1=0g.

(b) Par la question précédente, on a X +1 € Ker (¢). Or on sait que rg (f) = 2. Donc par le théoréme
du rang, on a
dim (Ker (¢)) = dim (Ra[X]) —rg(p) =3 -2 =1.

Donc %y = (X + 1) est une famille de Ker (¢), libre car X +1 # Og(x) et telle que Card (%) =
dim (Ker (¢)). Ainsi, Zj; est une base de Ker (¢) = Ker (¢?) = Gs. Conclusion,

’ngVect(X—l-l).‘

7/9
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14.

15.

Soit P = ag + a1 X + a2 X?2. On a les équivalences suivantes :

PeF, & (go —IdR[X}) (P) = Op,[x)
& e(P)=P
& cp(ao+a1X+a2X2):a0+a1X+a2X2
& ap @ (1) + a1 ¢ (X) —i—agcp(Xz) =ag+ a1 X + a X2 par linéarité
& ag — a1 + as (X2 —2X — 2) —ag+ a1 X + as X? par la question
& —2a2X —2a3 —a; = a1 X
& {—2@2 - o par unicité des coefficients d’un polynéme
—2a9 —a1 =0
& a1 = —2as

& P=ay(X*-2X) +ao.

En conséquence,

Fy = Vect (X2 —-2X, 1).

Posons %, = (X 2 _2X, 1). Cette famille est libre car les deux polynémes sont échelonnés en leur
degré. De plus, #p, engendre F, par la question précédente. Donc HAp, est une base de Fy. Soit
By = (Br,, By). La famille By est libre en tant que famille de polynémes non nuls de degrés
distincts. De plus Card (%2) = 3 = dim (R2[X]). Donc s est une base de Ry[X]. Donc Zp, est une
base de Fy, B} est une base de Gy et By = (ABr,, $B)) est une base de Rp[X]. Conclusion, par le
théoreme de la base adaptée,

‘Fg et Go sont supplémentaires dans Ry[X] : Fo @ Go = Ry[X]. ‘

Partie 3 : Etude générale

Soit u € Z (E) tel que u® = u?. On pose F = Ker (u — Idg) et G = Ker (u?).

16.

17.

18.

19.

Soit = € G. Alors, u?(z) = 0. On veut montrer que u(z) € G i.e. que u? (u(z)) = 0. On calcule :

u? (u(z)) = u3(x) = u2(a;) par .

Puisque u?(z) = O alors on obtient bien que u? (u(x)) = 0g et donc u(x) € G. Conclusion,

‘G est stable par u i.e. u(G) C G. ‘

Soit # € F. Donc (u—1Idg) (x) = O i.e. u(x) — x = O ou encore u(zr) = x. Donc directement,
u(z) = x € F. Conclusion,

‘F est stable par u i.e. u (F) C F‘

Montrons que Ker (u) C G. Soit # € Ker (u). Alors u(z) = 0g. On veut montrer que z € Ker (u?) i.e.
u? (r) = 0. Puisque u(z) = 0g, on a

u?(z) = u(u(z)) =u(0g) = O car u est linéaire.

Ainsi, z € G. Conclusion,
Ker (u) C G.

Soit z € FNG. Alors, x € F et donc u(z) = x. De plus x € G donc u(x) = 0p. Ainsi, x = u(z) = 0p.
Donc FNG C {0g}. Or {0g} C FNG. Donc F NG = {0g}. Conclusion,

‘Les espaces F' et G sont en somme directe, F' & G. ‘

/19
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20. (a) Soit u € GL (E) tel que u® = u?. Puisque u est un automorphisme, u est bijective et donc u'

existe. Alors v ! ou® = ™! o u? et donc u? = u. En composant & nouveau par u~!, on obtient,

u = Idg. Conclusion,

‘Le seul automorphisme de E solution de est I'identité : u = Idg.

(b) Dans ce cas, u — Idg = 0g(g) et donc F = Ker (u —Idg) = E. De plus, on a u? =Idg o Idg =
Idg € GL(E) et donc G = {0g}. Conclusion, dans ce cas,

[F=E ot G={0g}]

On veut montrer par deux méthodes que F' et G sont supplémentaires dans FE.

21. Méthode 1, en dimension finie. On suppose dans cette question que E est de dimension finie.

(a) Soit y € Im (u?). Alors, il existe z € E tel que y = u*(z). Montrons que y € F ie. que
u(y) — y = 0p ou encore u(y) = y. On a les calculs suivants :

u(y) =u (u2(a:)) = u3(:c) = u2(a:) par

Or par définition de z, u?(x) = y. Donc u(y) = y i.e. u(y) —y = O ou encore y € F. Conclusion,

Im (u*) C F.

(b) Puisque F et G sont en somme directe, on en déduit que
dim (F + G) = dim (F) + dim (G) .
Or par la question précédente, dim (F') > dim (Im (uQ)) =rg (u2) Ainsi,
dim (F + G) = dim (F) + dim (G) > rg (v?) + dim (G) .

Conclusion,

dim (F + G) > rg (u®) + dim (Ker (v?)) .

(¢) Par le théoréme du rang, on a rg (u?) + dim (Ker (u?)) = dim (E). Donc par la question précé-
dente,
dim (F + G) > dim (F) .

Or F 4 G est un sous-espace vectoriel de £ donc dim (F + G) < dim (E) et ainsi dim (F + G) =
dim (F). Mais puisque F' + G C E on en déduit que F'+ G = E. Or on sait également que F et
G sont en somme directe. Conclusion, sans effort (mais ¢’est normal car la dimension c’est béton
et le théoreme du rang, c’est puissant), on a établi que

‘Les espaces F' et G sont supplémentaires dans £ : F$ G =F ‘

22. Méthode 2, en dimension éventuellement infinie. Soit € E. On pose zp = u?(z) et xg =
2
x —u®(x).

(a) Calculons,

(u—1dg) (zF) =u(zp) —xrp=u (u2(:1:)) —u?(z) = ud(z) — u?(z) = Op par (k).

o9
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Donc zp € F. Calculons également,

u? (zg) = u? (:10 — u2($)) = u2(a:) — u4(x) = u2(x) —u (ug(x))
= u2(m) —u (uQ(x)) par
= u’(2) —u’(x)
=u?(z) — u’(z) par
=0g

Donc xzg € Ker (u2) = (. Conclusion,

‘.Z'FEF et ra € G.

(b) Soit @ € E. Posons zp = u?(x) et zg = x — u?(z). Alors,
(i) Onazp +2g = v?(z) + 2 — u?(x) = z.
(ii) Par la question précédente, xp € F
(iii) et z¢ € G.
Par conséquent, on en déduit que z € FF+G. D’ou E C F'+ G. Or on sait que F 4+ G C E. Donc
F+G=F. Oron adéjavu que F et G sont en somme directe. Conclusion,

Les espaces F' et GG sont supplémentaires dans F : F & G = F.

Partie 4 : Cas de la dimension 3

On suppose dans cette partie que dim (E) = 3. On cherche a construire une base % adaptée a u.

23. On suppose que dim (F) = 3. Puisque F' C E et que dim (F) = dim (F) alors F = E et donc
Ker (u —Id) = E ou encore

Vz € F, x € Ker (u—Idg) et donc u(z) = =.

Conclusion, dans ce cas,

24. On suppose que dim (F) = 2.

(a) Par la question ona F @G = E. Donc dim (F) 4+ dim (G) = dim (E). Deés lors, dim (G) =
dim (F) —dim (F) = 3 —2 = 1. Or par la question Ker (u) C G. Donc dim (Ker (u)) <
dim (G) = 1. Conclusion,

‘dim (Ker (u)) € {0;1} ‘

(b) Supposons dim (Ker (u)) = 0g. Alors Ker (u) = 0g. Donc w est injectif. Or u est un endomor-
phisme de E et E est de dimension finie. Donc w est un automorphisme. Donc par la question
u = Idg et donc F' = Ker (u—1Idg) = E. En particulier dim (F') = 3 ce qui contredit
I'hypothese dim (F') = 2. Conclusion,

|dim (Ker (u)) = 1.|

(¢) Par la question [18] Ker (u) C G. Or par la question précédente, dim (Ker (u)) = 1. Et on a déja
vu que dim (G) = 1. Donc dim (Ker (u)) = dim (G). Conclusion,

G = Ker (u).

10/19)



Mathématiques PTSI, DM9 Cor 2025-2026

(d)

25. On suppose que dim (F') = 1. Soit v :

(a)

On sait que dim (G)) = 1. Donc G possede des bases de cardinal 1. Soit (e3) une base de G. De
méme on sait que dim (F') = 2 donc F' admet des bases de cardinal 2. Soit (ej, e2) une base de
F'. Puisque e3 € G, par la question précédente, es € Ker (u) et donc u (e3) = Og. D’autre part,
on sait que e; € F = Ker (u—Idg). Donc u(e1) = e1 et de méme ey € F et donc u (e2) = ea.
Enfin, on sait par la question que F' et G sont supplémentaires. Donc par le théoreme de la
base adaptée, on en déduit que B = (e, e2, e3) est une base de E. Conclusion,

‘EL%’ = (e1,e2,e3) base de E telle que u(e1) = e1, u(e2) = ez et u(es) = OE.‘

g8 @

- G
Soit © € G. Alors, x € E et donc u(zx) existe. De plus, on sait que la restriction de u a G

est linéaire car w est linéaire. Enfin puisque que G est stable par u alors comme = € G, on a
v(z) = u(x) € G. Donc v va bien de G dans G. Conclusion,

‘v € Z (G), lapplication v est un endomorphisme de G.

Soit x € G = Ker (uQ) On a alors,
v*(x) = u?(z) = Op.

Donc

U2 = Og(G).

On sait que rg (v) = dim (Im (v)) < dim (G). Or d’apres G et F sont supplémentaires dans
E. Donc dim (G) = dim (F) — dim (F) = 3 — 1 = 2. Ainsi,

rg (v) < 2.

Supposons que rg (v) = 2. Alors, rg (v) = dim (G) et donc G est surjective. Or v est un endo-
morphisme de G donc v est un automorphisme de G. Donc v? aussi, ce qui contredit le fait que
v2 =0 #(c)- Conclusion,

‘rg(v) € {0,1}.‘

Supposons que 1g (v) = 0. Alors, v = 0.» (). Donc pour tout x € G, u(z) = v(z) = 0. On sait
que dim (F) = 1 et dim (G) = 2. Soient (e;) une base de F' et (ez,e3) une base de G. Puisque
e1 € F, on a u(e;) = e;. Puisque ey et e3 sont dans G, on en déduit que u (e2) = u(e3) = Og.
Enfin, puisque F & G = E, par le théoréme de la base adaptée, on en déduit que Z = (e, ez, €3)
est une base de E. Conclusion,

’EL%’ = (e1, e2,e3) une base de E telle que u(e1) = e1, u(e2) =0p et u(e3) = OE.‘

Sirg(v) =1,

(i) Puisque rg(v) = 1, on sait que Im (v) # {Og}. Donc il existe e2 € Im (v) tel que ez # Op.
Puisque e2 € Im (v), par définition, il existe e3 € G tel que v (e3) = e2. Ainsi, on a bien

[F(ea,e5) €Im (v) x G, €2 # 0, v(es) = eo. |

(ii) Par la question on sait que v> = 0.g(g). Donc

v (eg) = v (v(e3)) = v (e3) = Op.

11/19



Mathématiques PTSI, DM9 Cor 2025-2026

(e)

(iii) Montrons que (e, e3) est libre. Soit (X, ) € K2 tel que ) es + pesz = O, alors, en composant

par v,
v(Aeg + pes) = v (0g) = Av(e2) + pov(e3) = 0p par linéarité
= O + pex =0g
= w =0k car es # Op.

Donc Aea+pes = Aeg = 0g et donc A = Ok car ea # Op. Ainsi, A = u = Og. Par conséquent,
(e2,e3) est libre. De plus eg et ez sont deux vecteurs de G et Card (e2,e3) = 2 = dim (G).
Conclusion,

‘ (e2,€3) est une base de G. ‘

On sait que F' est de dimension 1 donc admet des bases de cardinal 1. Soit (e;) une base de F.
Puisque (e2, e3) est une base de G et que F et G sont supplémentaires dans E, par le théoréme
de la base adaptée, on en déduit que Z = (e, e, €3) est une base de E. De plus, on a déja vu
que u (e2) = v (e2) = 0g et u(e3) = v (e3) = es. Enfin, e; € F = Ker (u — Idg), donc u (e1) = €.
Conclusion,

3% = (e1,e2,e3) € E? base de E telle que u(e1) = e, u(ez) = 0g et u(e3) = es.

26. On suppose enfin que dim (F') = 0.

(a)

Par hypothése, on a donc F' = {Og}. Puisque G est un supplémentaire de F, on a dim (G) =
dim (E) — dim (F) = dim (E) et donc G = E. Autrement dit Ker (u*) = E ou encore pour tout
r € B, u?(x) = 0g. Conclusion,

Soit « € Im (u). Alors, il existe 2’ € E tel que = u (z). Donc,
u(r)=u (u (:L")) =2 (:L") =0g par la question précédente.

Donc x € Ker (u). Conclusion,

‘Im (u) C Ker (u) ‘

Par la question précédente, on a rg (u) < dim (Ker (u)). Donc par le théoréme du rang,

rg (u) < dim (E) —rg(u) =3 —rg(u) = 2rg (u) < 3 = rg (u) <

DO o

Puisque rg (u) est un entier naturel, on en déduit que

‘rg(u)E{O;l}.‘

On suppose u # 0.2 (g).

(i) Par la question précédente, rg(u) = 1 donc les base de Im (u) sont de cardinal 1. Soit (e;)
une base de Im (u) i.e. e; # Og et e; € Im (u). Puisque Im (u) est un sous-espace vectoriel
de Ker (u), il admet un supplémentaire dans Ker (u) : il existe H un sous-espace vectoriel de
Ker (u) tel que Im (u) @ H = Ker (u). Dés lors,

dim (H) = dim (Ker (u)) — rg (u)
=dim(F) —rg(u) —rg(u) =3-1-1=1 par le théoreme du rang.

Donc H admet des bases de cardinal 1. Soit (e2) une base de H i.e. ea # Op et eg € H. Puisque
H est un sous-espace vectoriel de Ker (u), eo € Ker (u). Supposons que eg € Im (u), alors eg €
HNIm (u) = {0g} car H et Im (u) sont supplémentaires. Donc ea = 0. Contradiction. Donc
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ez ¢ Im (u) et ainsi, es € Ker (u) \ Im (u). Enfin, puisque e; € Im (u), il existe e3 € E tel que
u(e3) = e1. Posons # = (e1,e2,€3). On a bien B € (Im (u) \ {0g}) x (Ker (u) \ Im (u)) x E.
Puisque e; € Im (u) C Ker (u), on a u(e;) = 0g. Puisque ez € Ker (u), on a aussi u (e2) = 0g
et par construction de es, on a u (e3) = e;. Conclusion,

13 = (1,2, ¢5) € (Im (u) \ {0p}) x (Ker (u) \ Im (u)) x B|

telle que

‘u(el) =0p, u(ez) =0g et u(e3) = 6’1.‘

(ii) Montrons que % est libre. Soient (A1, A2, A3) € K3 tel que A\ e; + Ayea + Aze3 = Op. Alors
en composant par u et par linéarité de u,

OEZU()\161+)\262+>\363) :A1U(61)+)\2u(62)+)\3u(63) :OE+OE+)\3€1.
Or e; # 0 donc A3 = Og. Ainsi, A1 e; + Aaea = 0p. Supposons Ao # Og. Alors,

ey = i\; er €Im(u).
€Im(u)

ce qui contredit ’hypothese e3 € Ker (u) \ Im (u). Donc Ay = Og. Enfin, il nous reste A\; e; =
Og et donc A1 = Og. D’ou, Ay = Ao = A3 = Og. Donc & est libre. Or

Card (#) =3 =dim (F).

Conclusion,

‘%’ est une base de E. ‘

27. On sait que dim (F}) = 1. Donc on est dans la situation de la question [25] Il nous faut donc déterminer

-1 2
si la restriction de f a G, notons-la g est de rang 1 ou 0. Puisque %g, = 11,10 est une
0 1
base de GG1, on a
-1 2
Im (g) = Vect [ g 1 . g 0
0 1
1 -1 0 -1 1 -1 0 2
=Vect| =3 1 —4 11,=(3 1 -4 0
1 -1 0 0 1 -1 0 1
[—1 1
= Vect 11, |1
-1 1
1
= Vect 1 car C1 = —(Cs.
1

Puisque le vecteur est non nul, il forme une famille libre et génératrice de Im (g) et donc une base de
Im (g). Ainsi, rg (g) = 1. Conclusion,

‘La partie 1 correspond a la situation de la question ‘

28. Dans la partie 2, on sait que dim (F») = 2 et donc

’La partie 2 correspond & la situation de la question ‘
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Probléme I - Variables aléatoires

Soit N € N, N > 2. On considére une urne contenant N boules rouges et N boules vertes. On fixe (2, P)
un espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de ce probleme. On effectue
successivement des tirages uniformes dans 'urne avec le protocole suivant :

e Si l'on pioche une boule rouge, on la peint en vert et on la replace dans I'urne.

e Si l'on pioche une boule verte, on la remet dans 'urne sans changer sa couleur.

Au tirage k € N*, on note X la variable aléatoire retournant 1 si la boule est rouge et 0 sinon.

Partie 1 : Lois initiales

1. L’univers image de X; est X; (2) = {0;1}. Nécessairement, X est une loi de Bernoulli. Déterminons
son parametre p = P (X7 = 1). L’événement (X; = 1) correspond & avoir obtenu une boule rouge au
premier tirage. Initialement, l'urne contient N boules rouges parmi les 2N boules. Le tirage étant

uniforme, on obtient

N 1

Conclusion,

’Xl est une loi de Bernoulli de parametre 1/2 : X; ~ % (1/2). ‘

2. On cherche P(X2 = 1| X; = 1). On note que, par la question précédente, I’événement (X; = 1) n’est
pas négligeable donc cette probabilité existe. Si ’on a obtenu une boule rouge au premier tirage, alors
on I’a peinte en verte et donc a I’étape suivante I'urne possede N — 1 boules rouges et N + 1 boules
vertes. Le tirage étant uniforme, on obtient donc

N -1 N -1

Ple=1X =1 =387~ v

Conclusion,

N -1

P(Xp=1]X1=1)=—

3. On cherche la loi de X3. Comme dans la question |1.|]'univers image de X3 est X5 (22) = {0;1}. Donc
X est une loi de Bernoulli. Calculons son parametre p = P (X5 = 1). La famille (X7 =1),(X; =0))
forme un systeme complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales :

P(Xo=1)=P(Xo=1|X;=1)P(X;=1)+P(Xo=1|X; =0)P(X; =0).

Par la question précédente, P(Xo =1 | X3 =1) = % De méme, si 'on a pioché une boule verte :

(X1 = 0), alors la composition de I'urne n’a pas changé. Donc P(X, =1| X1 =0) = & = 1. Enfin,
par la question [L]P (X1 =1) = § et P(X; =0) =1 —P(X; =1) = §. Doy,
N—-11 11 N-14+4N 2N-1
P(Xo=1)=———-+4+-== = .
Me=D="82%23 AN AN
Conclusion,
-1 2N — 1
X5 est une loi de Bernoulli de parametre N X1~ % ( AN ) .
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4. Par la question précédente, P (Xy =1) = 2]2[1\71. De plus, par la question 2|P(Xo=1| X;=1) =
N—1 Aina
£—. Ainsi
2N )

(X1 =1) et (X2 =1) indépendants & P(Xo=1|X1=1)=P(X2=1)
- 2N—1:N—1
AN 2N
& 2N —-1=2N -2
& -1=-2

La derniére assertion étant toujours fausse. On conclut que

‘ (X1 =1) et (X3 =1) ne sont pas indépendants. ‘

5. On cherche P(X; =0 | X3 = 1). Par la question 3] P (X2 = 1) # 0. Donc cette probabilité existe. De
plus, par la formule de Bayes,
P(Xy=1]X1=0)P(X;=0)
P(Xy=1)

P(X;=0|X,=1)=

Toujours par la question 3P (Xo = 1) = 20’1, Par la question [L|P(X; = 0) = 1. Enfin, si l'on a
pioché une boule verte i.e. X; = 0 alors la composition de I'urne n’a pas changé donc

1
]P’(ngl\X1:0):§.
Ainsi,
11
55 N
P(X1=0]|Xy=1)= 52 = .
N 2N —1
Conclusion,
N
P(X1=0]|Xo=1)= .
(X =0]X=1)= o5

Partie 2 : Autour de la somme

n
Pour tout n € N*, on note S,, = ZXZ" On fixe n € [1; N —1].
i=1

6. Puisque chaque X; peut valoir 0 ou 1, au minimum tous les X; sont nuls et dans ce cas 5, = 0. Au
contraire, au maximum tous les X; sont égaux a 1 et dans ce cas S, = > ;1 = n. On note que
cette configuration est possible car n < N. En effet, chaque boule rouge lorsqu’elle est tirée est peinte
en verte, donc on ne peut pas tirer plus que N boules rouges. Comme le nombre de tirages n est
plus petit que le nombre de boules rouges, il est toujours possible d’obtenir une boule rouge a chaque
tirage. Conclusion,

[5n (@) = [0n] |

n
7. On observe que (S, = 0) correspond a ’événement <Z X; = 0) e, (X1=0N(X2=0N---nN
i=1

(X, =0). Ainsi,

‘ (S, = 0) correspond & n’avoir obtenu que des boules vertes durant les n premiers tirages. ‘

Mathématiquement,
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Deés lors,

P(S,=0)=P| () (X;=0)
1€[1;n]
Les tirages n’étant pas indépendants, on ne peut pas séparer directement les probabilités. Cependant
par la formule des probabilités composées :

n—1
=1 jElIl;i]]

Soit i € [1;m —1]. Si () (X; =0) cela signifie que 'on a pioché que des boules vertes donc la
JelLi]

composition de 'urne n’a pas changé. Ainsi, 'urne possede toujours N boules vertes et N boules

rouges. Dans ce cas, la probabilité de piocher une boule verte au tirage ¢ + 1 est de

1
P Xii=0| () (X;=0) =5
Jjelis]
De plus on sait que P (X; =0) = % Ainsi,
1 =
=1
Conclusion,
1

8. Soit £ € [0;n]. On note qu’il est possible d’avoir pioché k& < n < N boules rouges durant les n
premiers tirages donc P (S,, = k) # 0. Si S,, = k est réalisé cela signifie que 'on a tiré k boules rouges
et donc n — k boules vertes. Les boules vertes piochées ont été remises sans changement mais les k
boules rouges sont devenues des boules vertes. Donc I'urne possede N — k boules rouges et N + k
boules vertes et donc toujours un total de N —k+ N +k = 2N boules. La probabilité étant uniforme,
celle de piocher une boule rouge au tirage suivant est donc de
N -k

Puisque P(g, —1) est une probabilité, on a

2N-N+k N+ k
P(Xns1 =08y =k)=1—P(Xpp1=1|S,=k)= T _ AR

2N 2N
Conclusion,
N -k N+ k

9. Soit i € [0;n]. Soit j € [0;n + 1], alors

P(Spt1=371]Sn=1)

P(Sn+Xn+1:j’Sn:i)
=P(Xpy1=j—i|Sp=1).
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Sij—i¢{0;1}ie.j<iouyj>i+ 1, alorsP(X,41=75—1|S,=1)=0.Sij=1i, par la question

précédente,
: ) , N +1
P(Sui1=j | Sn=i) =F(Xup1 =08, =i) =~

Sij =i+ 1, de méme par la question précédente,

. . ) N —1
P(Sns1 = | Sn=1) =P(Xpn =180 =1) = 5"

Conclusion,

Btigij=i
0 sinon.

10. Soit k € [1;n]. Par la question |L.| (S, = i)ie[[O;n}] forme un systeme complet d’évenement. Donc par la
formule des probabilités totales :

P(Spi1=Fk) =D P(Spp1=Fk| S =i)P(Sn=1).
i=0
Donc par la question précédente, en prenant j = k,on asii # j = keti # j—1=k—1
P(Spt1=k|S,=1)=0:
P(Sp+1=k)=0+P(Spt1=k|Sn=k—1)P(S,=k—1)+P(Spt1=k| S, =k)P(S, =k)+0.
_ N+k

Toujours par la question précédente, sii =k =j,onaP(S,p1 =k| Sy =k)= S etsii=j—1=
k—1,P(Sps1 =k | Sy =k—1)="ED - Mo - Gonelusion,

N-—k+1 N+k
o B =k =)+ P (S = k).

ke [Linl, P (Su=k) =

On admet /vérifie facilement que la formule reste vraie pour k =0 ou k =n + 1.

Partie 3 : Comportement asymptotique de ’espérance

n
On pose pour tout n € N* u,, = Z kP (S, = k).
k=0
Le nombre u,, correspond au nombre moyen de boules blanches obtenues durant n tirages.

11. Soit n € [1; N — 1]. En sommant le résultat de la question précédente entre 1 et n+1 :

n+1 n+1 n+1
N-—k+1 (N + k)
E kP (S, :k:E kiPSn:k—l—i—E k P(S, =k).

On effectue alors le glissement d’indice k = k — 1 dans la premiére somme :

n+1 n n+1

N—-—(k+1)+1 N+ k
S B (Spr =k =Y (ht ) N BV (g gy 3 kN g, .
k=1 k=0 k=1

Conclusion, pour tout n € [1; N — 1],

ntl o &Kk (N k) B W E(N + k) B
;kp(snﬂ_k)_g) N P(Sn—k)Jr];TIP’(Sn_k)
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12. Soit n € [1; N — 1]. Par définition,

n+1 n+1
Uns1 =Y kP (Snp1=k) =0+ kP (Spp1=k).
k=0 k=1

Donc par la question précédente,

S (DN k) (AR N+k
kO

—Z k+1 N R p

2N

EN —k2+ N —k+ kN + k2
-y + s T Y (s, = k) +0

k=0

" k(2N -1)+N
=> P (S, =k)

= 2N

ON -1 & 1

o ];)k (S k)+2k§ (S, =k)

Or ZkIP’ (Sn=k) = up et 3R oP(Sn=k) = 1 car (Sp = k)c[o,,; forme un systéme complet.

Conclusion,

2N —1 1
LN -1 e
Vn € [[ ) ]]7 Un+1 ON Up + B

On admet que cette formule reste vraie pour n > N.
13. Puisque N est fixé, on observe que (uy), - est une suite arithmético-géométrique. Soit w € R. On a

2N-1 .1 2N-2N+41 1 _N
oN Y3 2N Y3 e T

Posons pour tout n € N*, v, = u,, — w = u, — N. Alors, pour tout n € N*,

w =

Uptl =Upt1 — N = —F—u, + 5 — N

Donc (vn),cn+ €st une suite géométrique de raison ¢ = 2]2\7 ~N - Ainsi,

oN —1\"! oN — 1\ !
Vn € N¥, un:vn+N:( ) v1+N:( ) (up — N) + N.

2N 2N
Or )
w=0xP(S=0)+1xP(S=1)=P(S=1)=P(X =1)=z.
Donc
i IN —1 "—1<1 ) (2N-1>"—12N—1 (2N—1>”
vn € N¥, un—( 2N> 5 N)+N=N-(= s =N-N{—x
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Conclusion,

Vn € N*,

YT

14. Puisque 2N —1 < 2N, ona 0 < 2Y<1 < 1. Donc lim (
n——+00

2N

2N -1

n
5N ) = 0. Conclusion,

lim u, = N.
n—-+oo

Asymptotiquement, le nombre moyen de boules rouges tirées est de IV, cela est cohérent car chaque
boule rouge ne peut étre tirée qu’une seule fois avant de devenir verte. Donc on ne peut piocher au
maximum que N boules rouges. De plus si 'on pioche un nombre infini de fois, on finira bien par
toutes les avoir piochées dans ce cas, on s’attend bien a ce que S, stationne a N systématiquement

et donc notamment en moyenne.
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