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Corrigé - Banque PT - Maths B - 2022
Version pour juniors

Les réponses en bleu sont les réponses des questions ajoutées ou modifiées par rapport sujet initial.
Quelques questions de cours.
Méme pas des maths, juste de la pure récitation !

1. Soit n un entier naturel non nul. On a

dim (M, (R)) = n?

2. Soit z € C. On a

Zz" converge & |z| < 1.

Dans ce cas,

“+oo
Zz”zll )
n=0 -z

3. Soit A une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n € N* et p € |0; 1].

(a) On a

A(Q) =[0;n] et Vke A(Q), P(A:k:):(n>pk(lp)"k.

(b) De plus,

4. Soit # = (e1, e3) une base orthonormée du plan et r une rotation du plan d’angle # € R. On a

(Gt mi).

matg (r) =

Soit s la symétrie orthogonale par rapport a Vect (e7). On a

matg (s) = ((1) _01> .

Premieére Partie.

Soit M une matrice de My (R). On note M7 sa transposée, Tr (M) sa trace et det (M) son déterminant.
Un sous-espace vectoriel F' de My (R) est dit stable par produit si pour toutes matrices M et N de F,

R . L . b
le produit M N appartient a F. Soient a, b et ¢ trois réels. On note M (a,b,c) la matrice {Z a} et fab.ec

I'endomorphisme de R? canoniquement associé & M (a,b,c). E désigne I'ensemble des matrices M (a, b, c)
et £ l'ensemble des endomorphismes fqp . lorsque (a,b,c) parcourt R3. Enfin on note I = M (1,0,0),
J=M(0,1,0) et K = M (0,0,1).
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1. (a) Par définition,

E= {M(a,b,c): [CCL Z} e M3z (R) | (a,b,c) €R3}.

On observe alors les points suivants,

e EC My (R) et Mz (R) est un espace vectoriel.
e Si M = 09, alors en prenant a =b=c¢, on a M =09 = M (0,0,0) € E.
e Soient (M,M') € E? et (\,u) € R2. Alors, il existe (a,b,c,a’,b,c) € RS tel que M =
M (a,b,c) et M' = M (a', V', ). Dés lors,
a v

a b
)\M+MN_)\L a}—HLL’ a'

_{Aa—i—ua’ /\b+ub’}
- De+pd Na+pd

=M (Aa+ pa', \b+ pb', Ne+puc’) € E.

Donc E est stable par combinaisons linéaires.

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de My (R) et donc

’E est un espace vectoriel. ‘

On pouvait aussi écrire E directement sous forme de Vect.

De plus, posons Fi3 = <8 (1)) et Fy1 = ((1) 8) On a

E= { [Z 2} =als + bE12 + cE12 € My (R) | (a,b,c) € R?’} = Vect (12, E12, F21) .

Donc #g = (I, E12, E21) engendre E. Soient (o, 8,7) € R3 tel que

als + BE19 + vE2; = 0a.

Alors, (: g) = 0y et donc par unicité des coefficients d’une matrice, o = § = v = Or. Ainsi,

PBE est libre. Conclusion,

’,%E est une base de E et dim (£) = Card (%g) = 3. ‘

0 0
01

e Ap est une base de F,

(b) Posons Ea = ( ), PBr = (Ea2) et F' = Vect (Br).

e Ar engendre F et est constitué d’un vecteur non nul donc est libre et est donc une base de
F,
o Posons B, p = (Br, Br). Soient (a,b,c,d) € R* tel que

aIQ + bE12 + CE21 + dE22 =0.

Alors,

<C a+d>_02 = {a+d:0 ~ a=b=c=d=0.

Donc B r est libre. De plus, Card (Bgir) = 4 = dim (M3 (R)). Donc Bp.p est une base
de M3 (R).
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Conclusion, par le théoréeme de la base adaptée,

F = Vect (Fa2) = Vect ((8 (1)>> est un suppémentaire de E' dans Mj (R).

2. On considére la fonction ¢ définie sur (My (R))? par :
¥ (M,N) € (M2(R))*, ¢(M,N)=Tr (MTN).

(a) Un grand classique de seconde année qui peut se généraliser pour des matrices de M, (R). On
commence par observe que ¢ est bien définie sur (Ms (R))? et retourne bien un réel. De plus, on
a les points suivants.

e (symétrie) Pour tout (M, N) € (M (R))?, on a
o(M,N)="Tr (MTN) =Tr ((MTN)T> par proprié¢té de la trace
=Tr (NTM) = (N, M).
Donc ¢ est symétrie.
o (bilinéarité) Pour tout (My, My, N) € (Ms (R))? et (A, u) € R,
o (AMy + My, N) = Tr (A My + puMp)" N)
=Tr (x\ M{N + uM} N ) par linéarité de la transposée
=Tr (MlTN) + pTr (M2TN> par linéarité de la trace
= Ao (My,N)+pe (M, N).
Donc ¢ est linéaire a gauche et par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite donc ¢ est bilinéaire.

e (positivité) Soit M = (Ccl Z) € M3 (R). On a

a c\[(a b a?+c2 ab+cd
‘p(M’M):Tr«b d) (c d>):Tr<<ab+cd b2+d2>>:a2+62+62+d2'

Notamment, ¢ (M, M) > 0 et ¢ est positive.

e (définie) Soit M = (Z Z

a?+ b+ +d*>=0etdonca=0b=c=d=0. Ainsi, M = 05. Donc ¢ est bien définie.

) € Mz (R) telle que ¢ (M, M) = 0. Par le point précédent,

Par ces différents points, on en conclut que

’@ est un produit scalaire sur Ms (R). ‘

(b) On calcule,

p(I,J+K) =T (1" (J + K)) :Tr(J—i—K):Tr(((l) é)) = Og.

Conclusion,

‘I et J 4+ K sont orthogonaux pour le produit scalaire (. ‘
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(c) On a les égalités entre matrices suivantes :

J+ K

H=p(KI
@ (K1) (J+K,J 1K)

+ (K, J+ K
o (I,1) 4 )cp

() (006 D)
(01 L ((0 1y (01 (23))
(6 D) w6 D6 D) e

o ((1)(1)) 1 0/\1 0
en(s )i

0 1

Conclusion, le projeté orthogonal de K sur G = Vect (I, J + K) est

1/0 1)
=5 <1 0/
Deés lors, on en déduit que la distance de K a G est donnée par la longueur K H. On a

KH? = o (KH,KH) = ¢ ((_S/Q 1é2> ! (_f/z 162» '

Par la formule ¢ (M, M) = a® + b + % + d? établie précédemment, on obtient,

1 1 1
KH?>=-+-=2
4 * 4 2
Conclusion, la distance de K a G vaut
2
d(K,G) = \Qf

Vous verrez l’année prochaine le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (rien que le nom
est un défi). En voici une petite version ad hoc et instinctive. On sait que (I, J + K) forme une
famille orthogonale. Commencons par normaliser ces vecteurs. On a

11| =@ (I,1) =12+ 0%+ 0% +12 = 2.

L De méme,

2 |lyo 1)
I+ K| _H<1 :

On pose donc Ey = % = % ((1) (1)> Alors (E1, E2) est toujours orthogonale, toujours dans F

et est aussi normée. Il nous faut la compléter par un dernier vecteur (car E est de dimension 3).

4/

On pose donc E; =

S

2
—02+12+124+0°=2.
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Puisque H est le projeté de K sur G, alors la matrice K — H (correspondant au vecteur HK)
est orthogonale a G et donc a I et J + K et donc a Fq et E5. On a

s )40 D-(h )

Normalisons ce vecteur. On sait que

K — 1| = d(x,6) = L.

Posons donc F3 = é (K —H)=+"2 <1?2 —B/2> _ % ((1) _01> La famille & = (Ey, E2, E3)
est orthonormée, notamment elle est libre (résultat de deuxiéme année. Démontrer-le si vous n’en
étes pas convaincu). Puisque K € E, H € G C E, on a E3 € E. Donc & est une famille libre de
E et Card (&) = dim (£). Conclusion,

& = (Ey, Eq, E3) = (\}51’2, \}i (? (1)> ,\}5 <(1] _01)> est une base orthonormée de F.

(e) On cherche un supplémentaire orthogonal de E dans Ms (R). Vu que E est un hyperplan (de
dimension celle de I'espace total moins un), tout supplémentaire de E est de dimension une. On
cherche donc un quatriéme vecteur E4 normé et orthogonal & F1, Ey et E3. On sait que Vect (Fag)
est un supplémentaire de E. Donc (E1, Es, E3, E93) est une base de My (R). Soit U € My (R).
1l existe (a,b,c,d) € R?* tel que

E4s = aFE1 +bEy + cE3 + dE9s.
On veut E4 orthogonal a Fq, Ey et E3. Autrement dit,

2 (E47 El) =0
% (E47 EQ) =0
% (E47 E3) =0

Par linéarité a droite, on a
o (Ey, E1) =ap (B, E1) +bp(Ey, Er) +co(E3, E1)+dy(Eyx,E1) =a+dy(Ex, E),

car (E1, F, E3) est orthonormée. De méme, ¢ (E4, E2) = b+ dy (Eas2, E2) et ¢ (Ey, F3) = b+
dg@ (EQQ, Eg) Ol"

¢ (B2, Eq) = Tr ((8 (1]> i[2> — i

V2 V2
0 0 1 /0 1 1 0 0
“O(EQQ’EQ)_TY«O 1)@(1 0>>_2Tr<(1 0))‘0
0 0O\ 1 /0 -1 1 0 0
W(EQZ’E?’)_TY((() 1>\/§<1 0>>_\/§Tr<<1 0))‘0
Ainsi,
d _
a—i-ﬁ—(]
Ey 1 (Ey, By, E3) & b=0
c=10
_ 4
“="
A b=0
c=20

d 0 0 d —1/2 0
=4 E4:dE22—E1:d( )—IQZd( 0/ 1/2).
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On peut prendre d = 1. Sinon, si ’on veut normaliser £ (non obligatoire ici) :

2022/2023

22 d?
EJ?=¢(Ey,Es) = — + — = —.

On prend donc d = v/2. Finalement,

r-— (5 1)

Conclusion, le supplémentaire orthogonal de E dans M3 (R) est donné par

e v (5 (0 1)

3. Dans cette question, on pose a = /|bc| et on suppose que (b, c) # (0,0).

(a) Soit A € C. On a les calculs suivants

A—a b

c A —a

det (AN Iy — M (a,b,¢)) = = (A—a)?® — bc

Premier cas, si be > 0, alors bc = a? et donc
det Ay — M (a,b,¢)) = (A—=a)  —a?=A—a—a) A—a+a).

Dans ce cas, les valeurs propres de M (a,b,c) sont a + « et a — o. Deuziéme cas, si be < 0, alors
be = —a? et donc

det ALy — M (a,b,¢)) = (A—a)* 4+ a? = (A —a)* —i%0® = (A\—a —ia) (A —a + ia) .

Dans ce cas, les valeurs propres de M (a, b, ¢, ) sont a + i et a — i«.
Conclusion les valeurs propres de M (a, b, c) sont

0
a+iaeta—ia sibe<O.

{a—i—aeta—a si be

Z
<

(b) On suppose que o # 0. Par la question précédente, si be > 0, alors det (A Is — M (a,b,c)) =
(A—a — @) (A —a + «) est scindé dans R et donc dans C aussi. D’autre part, si be < 0, alors, on a
det (Ao — M (a,b,¢)) = (A —a)*+ a2 n’est pas scindé dans R (le polynome est irréductible) mais
est scindé dans C, det (A Iy — M (a,b,c)) = (A —a — i) (A —a + ia). Conclusion, le polynéme est

’toujours scindé dans C et est scindé dans R si et seulement si be > 0. ‘

(c) Procédons par I'absurde. Soit (a,b,c) € R? tel que M (a,b,c) est semblable a I i.e. 3P €
GL3 (R), M (a,b,c) = PI3P~' = PP~! = I,. Dans ce cas, a = 1, b = ¢ = 0. Or (b,c) # (0,0),

contradiction. Conclusion,

Y (a,b,c) € R3, (b,¢) # (0,0), M (a,b,c) n’est pas semblable & Is.
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4.

(a)

Soit M (a,b,c) € E représentant une matrice de rotation dans une base orthonormée. Alors il
existe 0 € R tel que

Mabo= (2 V)= (=@ Oy {cosw):a

c a sin (#) cos(0) sin(0) = —b=c
2 12 _ " fa?+0* =1 N . ..
Donc a® 4+ b* = 1. Réciproquement, si 5 . Alors la premiere ligne implique qu’il
c=—

existe §/ € R tel que a = cos (9') et b = sin (9’) et par la seconde ligne, c = —b = —sin (0’). En
posant § = — &', on obtient

Vana = (4 D)= (G )

et M (a,b,c) est la matrice d’une rotation dans n’importe quelle base orthonormée. Conclusion,
I’ensemble des matrices de E qui représente une rotation dans une base orthonormée est donné
par

c=-b

2,12 _
%:{M(a,b,C)GE‘{a =1 }

Soit s une symétrie appartenant a £ distinct de 'identité et de 'application nulle. Il existe donc
deux droites vectorielles distinctes Dy et Dy telles que s soit la symétrie sur D; parallelement a
Ds.

i. Soient w1 un vecteur directeur de D7 et us de Do. Alors,

1 O
mat (y, o) (s) = (0 _1> .

En particulier,

‘Tr(s) =0 etdet(s)= —1.‘

Il est sous-entendu ici que la trace (ou le déterminant) de s est celui de sa matrice dans
n’importe quelle base. Ce résultat de deuxiéeme année provient de propriétés de la trace et du
déterminant (on dit que ce sont des invariants) : si A et D représente un méme endomor-
phisme f, alors il existe P € GLy, (R) tel que A = PDP~'. Par suite,

Tr(A) = Tr(PDP™') = Tr(DP™'P) = Tr(D).
De plus,

det(A) = det (PDP™") = det(P) det(D) det (P~') = det(P) det (D) detl(P) = det (D).

ii. Soit M (a,b,c) € E telle que f, . soit une symétrie distincte de I'identité et de I’application
nulle. Alors par la question précédente,

0=Tr(M(a,bc))=2a et —1=det(M(a,b,c))=a*—bc

Donc a =0 et bc = 1ie. b # 0etc= %. Des lors, M (a,b,c) = M(O,b,%) = <(3 b).

1
b
Réciproquement , pour b € R*, alors
0 b>
=I.
1 2
5 O

1\? 0 b
m(ong) = (3 0)(
"2
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Donc M (0, b, %) est bien la matrice d’une symétrie (distincte de 'identité et de I’application
nulle). Conclusion, I’ensemble solution est donné par

o Lur(on e

‘beR*}.

5. Soit p un projecteur appartenant a £ distinct de I'identité et de ’application nulle. Il existe donc deux

droites vectorielles distinctes Dy et Do telles que p soit le projecteur sur D; parallelement a Ds.

(a) Soient u; un vecteur directeur de D; et ug de Do. On a p (u1) = uy et p (u2) = 0. Donc dans la

base (u1,u2), on a

mat (y, uy,) (p) =

(

10>
0 0/°

De plus,

‘Tr(p)zl et det(p)zO.‘

1=Tr(M(a,b,c)) =2a et

1

2etbc:a

Donc a =
M(a,b,c):M(

Réciproquement, soit b € R*. Alors,

0 =det (M

2

Soit M (a,b,c) € E telle que f, . soit un projecteur. Alors, par la question précédente,

(a,b,¢)) = a® — be.

2:idoncb7é0etc:ﬁ. Alinsi,

1 1

4b

).
)-u (o

7b7

1

2
1

45

L
4b

b

1
2

( )

) est bien la matrice d’'un projecteur. Conclusion, I’ensemble recherché est

1. 1)\ AV
M<7abai> :<% 1><% 1>
24 w 3/ \ip 2
DoncM( b,41b
1.1
9—{M<y@%

Jer

‘beR*}.

On note que l'identité et I’application nulle sont des projecteurs orthogonaux de £. Soit p un

projecteur de & distinct de l'identité et de I’application nulle. D’apres la question précédente, il

existe b € R* tel que p = f1, L Déterminons les éléments caractéristiques de p. Soit X = [ﬁ €
27774

R2. On a
1,1 1/2 b ) [:c] B
X & Ker (M (i’b’ 47)) - IQ) < <1/ ) —1/2 =0
- { +by—0
T Y _
VT
x 1
& —5 = car ng—%Ll
& x = 2by
e X=y m‘
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2
Donc p est un projecteur sur D; = Vect ([ ﬂ ) De méme,

X € Ker (M (;b L)) < (1/1(/421)) 1(/)2)

N {g—kby:O

x
Y

o

fri=0
1
& g—i—by:O CarLQZ%Ll
& = —2by
& X:y{_l%}.

Donc p est un projecteur parallelement a Do = Vect ({_12 b} ) Or

1 1
D:o & 4 +1=0 < b:§OUb:——.

26} {—Qb
’ 2

D 1Dy < <{1 1

Conclusion, il y a exactement quatre projecteurs orthogonaux dont les matrices dans la base

canonique sont

|M(1,0,0),  M(0,0,0),]

M(1/2,1/2,1/2):%<i D et M(1/2,—1/2,—1/2):%(_11 _11>

L ’identité est un projecteur sur R? parallelement & {Op2},

I'application nulle est un projecteur sur {Og2} parallélement & R?,

f1/2,1/2,1/2 est un projecteur

sur D1 = Vect ([ﬂ) et parallelement a Dy = Df = Vect <{_11} >

f1/27,1/27,1/2 est un projecteur sur

1 }) et parallélement & D; = Dy = Vect ({ﬂ )

sur Dy = Vect ({

0
1

vrmu-m=(3 o) (5 0)=( e

0 1) € F et pourtant

1
0>€EetJ—K—<_1 0

6. On note par exemple que J + K = (

Conclusion,

‘le produit de deux matrices de E n’est pas toujours une matrice de F.

7. L’objectif de cette question est de déterminer les droites vectorielles A de E qui sont stables par
produit. Soit A une droite vectorielle engendrée par My = M (ag, by, co).

o7
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(a) Si A est stable par produit alors puisque My € A, on a directement Mg € A. Réciproquement,
supposons que M¢ € A. Soit (My, Ms) € A% Puisque My engendre A, il existe (A, \2) € bbR?
tel que My = A\ My et My = Ay My. Des lors,

My My = A\ Mg M.

Puisque MZ € A et que A est un espace vectoriel (donc stable par multiplication externe), on
obtient que M1 My € A. Ceci étant vrai pour tout couple d’éléments de A, on en déduit que A
est stable par produit. Conclusion,

A stable par produit & Mg e A.

(b) On suppose que M¢ € A.
i. Par hypothese, A = Vect (Mp). Donc par définition, si MZ € Vect (Mp), alors

INER, M = X\ M.

ii. Calculons :

9 ag  bo ag by a% + boco 2a0bg
0o Qo Co Qo apCo ag + b(]CO

Des lors, si A = 0 i.e. MZ = 0y, alors

a% 4+ bopcg =0
2a0bg = 0
2a9cog =0
CL% 4+ bopcg =0

Supposons ag # 0. Dans ce cas,
2 _
ao + bOCO =0
bp=0

co=20
ag—l—bng:O

= ag contradiction.

Donc ag = 0 et par suite bgcyg = 0 donc by = 0 ou ¢y = 0. On obtient donc My = (CO 8) =
0

0 bo

0 0) = bgJ. Conclusion,

coK ou My = (

‘si A =0, alors My est proportionnelle a J ou K.

iii. On suppose que A # 0. On pose M) = %MO. Alors, (M(’])2 = ng. Or par hypotheése,

)\2
Mg = \ My. Donc
1 1
“ANMn = —
AT TN

(Mg)* = My = M,

Conclusion,

/ . . .z N .
M) est la matrice canoniquement associée a un projecteur.

10/27
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()

Procédons par analyse-synthése. Si M@ € A, alors M3 = A M. Si A = 0 alors, on a vu qu'il
existe u € R tel que My = pJ ou My = pK. Si A # 0, alors %Mg est une matrice de E (car
My € A C E) d’un projecteur. Donc par la question My = Os impossible car M, engendre
une droite, My = Iy ou il existe b € R* tel que
1. (12 b) _(1/2 b)
Mo = (1/(41)) 1/2 < Mo=A e 12)
Réciproquement,
o si My = pJ. Alors, M¢ = p?J? = 1?09 = O3 € A.
o De méme, si My = puK, alors M@ =05 € A.
e SiMy=1I,=1I,alors M2 =M, € A.

. _ 1/2 b > . . < 1/2 b >
e Enfin, si My = A <1/(4b) 1/2)" p € R* alors, par la question 1/(4b) 1/2 est la

matrice d’un projecteur. Donc

12 b

Mg =X (1/(4b) 1/2

>:)\M0€A.

Conclusion, par la question on en déduit que A est stable par produit si et seulement si

‘A:Vect(f) ouU A =Vect(J) oU A:Vect(K)‘

| OU  FpeR", A= Vect(M(1/2,b,1/(4h))).|

8. L’objectif de cette question est de déterminer les plans vectoriels de E stables par produit.

(a)

Posons P} = Vect (I, J). Soit (M, M') € P?. 1l existe alors (a,b,a’,b') € R* tel que M = al +bJ
et M' =d'I +V'J. Par suite,

MM' = ad'I? + ab'1J + d'bJI + bb'J? = ad'I + (ab' + a'b) J + 03 € Py.

Conclusion,

‘le plan vectoriel engendré par I et J est stable par produit. ‘

On a déja observé que (J + K) (J — K) ¢ E, donc en particulier (J + K) (J — K) ¢ Vect (J, K).
Or J+ K € Vect (J,K) et J — K € Vect (J, K). Conclusion,

‘le plan vectoriel engendré par J et K n’est pas stable par produit. ‘

Soit M (a,b,c) € E. On a les équivalences suivantes :

M (a,b,c) = (Z 2

sos-{(; 2

La famille (I, J + K) engendre E NSy (R) et est libre (les deux matrices ne sont pas colinéaires)
donc (I, J + K) est une base de £ N Sy (R). Ainsi ’ensemble des matrices symétriques de E est
un plan vectoriel. Montrons qu’il est stable par produit. Soit M = M (a,b,b) et M’ = (a’, ', V)
deux éléments de £ N Sy (R). Alors,

(@ b) (a’ b’)_(aa’+bb’ a’b+ab’>
MM_(b a ¥ od) \ab+ab ad + by GEQSQ(R).

)ESQ(R) & b=c &= M (a,b,c) = M (a,b,b) .
Ainsi,

(a,b) GRQ} = Vect (I, J + K).

Conclusion,

I’ensemble des matrices symétriques de E est un plan vectoriel stable par produit.

11/27
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(d)

Soit (b, ¢) # (0,0). Posons M = al + 8 (bJ + cK) = M («, b, Bc) et M =a/I+ ' (bJ + cK) =
M (o, 8'b, 5'c). Dés lors,

MM =ad I+ (af +d'B) (b + cK) + BB (b] + cK)*.

Or
oo = (0 0) (¢ o) = (5 ) =ver
Ainsi,
MM’ = (a/ +be) I+ (aff + o/ B) (bJ + cK) € Vect (I,bJ + cK) .
=a =g
Conclusion,

‘le sous-espace vectoriel engendré par I et bJ + cK est stable par produit. ‘

Soit P = Vect (U, V') un plan vectoriel de E stable par produit, avec (U, V) deux matrices de
E non colinéaires. Il existe (a,b,c,a’,b,c') € RS tel que U = M (a,b,c) et V. = M (d’,b,c).
Supposons que a = a’ = 0. Alors, U et V sont des combinaisons linéaires de J et K, donc (J, K)
engendre P ce qui est impossible d’apres la question Donc (a,a’) # (0,0). On peut supposer
a# 0 (le cas a = 0 et a’ # 0 se traite de la méme fagon). Dans ce cas, puisque les opérations
élémentaires ne modifient pas ’espace engendré,

P = Vect (U,V) = Vect (al +bJ + cK,d' T+ J +¢K)

1
= Vect I+bJ+CK,a’I+b’J+c’K> Cy +— ~C4
a a a
! /
— Vect <I+ brylk <b’ — ab) J+ (c’ — “c) K) Cy « Cy —d'C.
a a a a

Posons V' = b — %lb, d=d - %c et V' =0"J+ K. Alors on a V" € P et donc par stabilité

par produit, (V") € E i.e.
2
(0 0) =('5 i) =veree
Or V" #£ 0 (car vecteur directeur de P) donc b”¢” # 0, et donc I € E. Puisque I # O3, I est un
vecteur directeur du plan P. Soit W un vecteur de P non colinéaire a I :
P = Vect (I,W).
Puisque W € P C E, il existe (o, 3,7) € R3, W = M (a, 3,7). On obtient alors,
P = Vect (I,od + pJ +vK) = Vect (I, 5J + vK) Cy < Cy — aCh.

Conclusion, les seuls plans vectoriels de E stables par produit sont de la forme

P = Vect (I,bJ + ¢K), (b,c) € R2
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Deuxiéme Partie.

- —>
L’espace euclidien R? est muni de son produit scalaire et de son repére orthonormé direct (O; 1, ) usuels.

Soient a et b deux réels tels que (a,b) # (0,0). On considére alors la conique / le sous-ensemble de R? C,
d’équation : ax? + 2bzy + ay?® — 4 (v +y) = 4.
1. Dans cette question uniquement a =5 et b = —3.
(a) On pose O’ (1,1), =L (1,1), 7’ =L, DetR = (O’, 7’, 7’) Procédons au changement

2 V2
de repeére. Soit M un point du plan, (x,y) ses coordonnées dans le repere R = (O, 1,7 ) et (2',1)

ses coordonnées dans le repére R'. On a
/ 171 1721
M=0+2i"+vyy

et
M=0+27i+y] =0 400+2i+y;=0+@-1)i+@y—-1)7.

Donc O'M = 2'7" + y/7’ =(z—1) T+ (y—1) 7 Par la formule de changement de base, on a

s e [f]-50 D[]
. =lyge | | = = = 24y |
y—1 y V2Nl 1/ 1y v

Ainsi,

Alors,

102" — 10y’

+ 5.
V2

De méme,

/ / 2
5y2:5($ +Y +1>
(:C/+y/>2 5:c’+5y’

V2 V2

- g («')* + 5"y + g (v) +

+5

102’ + 10y

+ 5.
V2

Donc 50!
522 + 5y = (1:’)2 +5 (y’)2 + 22 0.

V2

x/_y/ ZL'/+y/
62 :6< +1)< +1>
Y V2
/ 2 N2
x (v')
:6<—+1 —6
/2 2

De plus,
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Donc

8z’

522 — 6xy + 5y° :2(30’)2—1—8(3/)24——4—4

D’autre part,

V2

/ /
L pi+

x — '+ > 8
4 (x + :4< +1)=—x +8.
@+y) V2 V2 2"

En réinjectant, on obtient
Cs_3:
=

-~
=

52 — 6xy +5y? —4(x +y) =4

2 8’ 8
8(y)° +ﬁ+4—ﬁx —8=4

)"+
x22 8(y)° =8

2
(&) +4() = 1

2 (:10/

Conclusion, I'équation de C5 3 dans le repere R’ est :

Cs,—3

o (5)rwren

(b) On note que Cs_3 a, dans le repére R', pratiquement une équation d'un cercle. En effet, si
l’on opére une dilatation dans I'axe (Ox) de rapport 2 on obtient un cercle. Dans le repére R’
notamment, on observe que la courbe passe par les points suivants :

(27 0) Y

0,1), (—2,0), (0,—-1).

On obtient donc la courbe C5 _3 en effectuant une dilatation horizontale de rapport 2 du cercle
trigonométrique. On obtient ce que I’on appelle une ellipse. Or le repére R’ s’obtient en effectuant

une rotation d’angle

7 et une translation de vecteur OO’ (1,1). Dot le dessin suivant :
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y v XX
1 e
~
/‘/ \A
e L~ A
P
By J
] I ]
i
| /
Y / /
/ i
// 7 A //
/ Y.
/ 1
i
[ /
; /B
T
i) /d
\ =
0 ’//
AL 1
A T

source : A. Cristofari, hitps ://cristofari.pagesperso-orange.fr/indez.htmi

(c) On admet que A = ((Z

b . N
est la matrice associée a Cy ;. On pose
a

Sp(A) ={AER|IX eR* AX =AX}.

Des lors, on a les types de coniques suivants :

e Si0 e Sp(A) alors on dira que Cyp est une parabole.

e SiSp(A) possede un seul élément ou deux éléments non nuls et de méme signe alors on dira
que Cqp est une ellipse.

o Si Sp(A) possede deux éléments non nuls et de signes opposés alors on dira que C, j, est une
hyperbole.

Soient A € R et X = B’] € R?\ {(0,0)}. On a

AX = A X N {ax—i—by}:{)\x} - (a—XN)xz+by=0
bx + ay Ay bxr + (a — X))y = 0.

Premier cas, b = 0. Alors
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Donc I'équation AX = A X admet une solution non nulle si et seulement si A = a. Donc dans ce

cas,

Sp (4) = {a}.
Rappelons que (a,b) # (0,0) donc nécessairement ici, a # 0. Donc pour tout a € R*, Cy est
une ellipse.
Second cas, b # 0. Alors,

b —ANy=0
AX =2X o vt (a=Ay Ly ¢ Ly
(a—Nx+by=0
a—M\
=2y — () 1
<~ T 5 Y L1+ -1,
(a—N)z+by=0 b
vy 0 Ly« L NI
& Ly — (a—
(b— (a—b/\)2> y=0 2 2—(a ) 1
Sib— @ # 0, alors X = Oz est la seule solution de AX = AX et donc A ¢ Sp(4). A
contrario si b — @ =0, alors AX = A X admet une infinité de solutions non nulles. Or
— )2
b—(“b)zo & P=(a—N)?

< b=a—X OU b= \—a
= A=a—b OU A=a+b.

Ainsi, si b # 0,
Sp(4) ={a—b,a+b}.

On a
(a—b)(a+b)>0 & a? —b* >0
& a? > b?
& lal >0l
& a>1b] OU a< —1b.
Conclusion, pour tout (a,b) € R\ {(0,0)},
si |a| = |b] alors Cyp est une parabole

si |a| > |b| alors Cyp est une ellipse
si |a] < |b] alors Cyp est une hyperbole.

Notez que le cas b= 0 et donc a # 0 i.e. |a| > 0 est bien inclus dans cette conclusion.

On dit qu'une variable aléatoire A définie sur un espace probabilisé (©2,P) suit une loi géométrique de
parametre p, noté A ~ ¥ (p) si et seulement si

AQ)=N*, e VkeN P(N=k)=(1-p)"'p

On considere désormais la conique C4 p d’équation : Ax? + 2Bxy + Ay? —4(z+y) = 4 o A et B sont
deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parameétres respectifs p4 € ]0;1] et
pp €]0;1[. On définit la variable aléatoire X par X (Q) = {—1;0;1} et :

e X =15siCyp est du type ellipse,

16/27,



; ! Mathématiques PTSI, Maths B 2022 Junior Cor 2022/2023

e« X =0si Uy p est du type parabole,
e X = —15si Uy p est du type hyperbole.
2. Détermination de la loi de X.

(a) Pour tout n € N*, en posant k =k — 1,

n n—1 n—1
Z Q=pa)* A =pp)" ' =3 A —pa)* (1 —pp) =D (1 -pa) (1 —pp)*
k=1 k=0 k=0

On reconnait alors une somme géométrique de raison (1 —p4) (1 — pp). Puisque 0 < py < 1 et
0 <pp <1, onnote que 0 < (1 —pa) (1 —pp) < 1. Deés lors, la série est convergente et

X k—1 k—1 1 1
(1—pa)" (L—pB)" = = .
kzz:l 1—(1-pa)(1=pB) pa+pB—DpapB
Conclusion,
1
S =

PA+PB—DPAPB

(b) Puisque A et B suivent deux lois géométriques, A > 1 et B > 1. Donc A + B > 2 et nécessaire-
ment,

|[P(A+B=0)=0.

(c) Par définition, on a (X = 0) = (C4 p est une parabole ). Donc par la question précédente,

(X=0)=(|A]=|B|)=(A=DB) car A>0et B>0.

Puisque (A = k),cy- forme un systéme complet d’événements, par la formule des probabilités
totales,

+oo

P(X=0)=P(A=B)=) P(A=B|A=k)P(A=k)
k=1
+oo
= Z P(B=k)P(A=k) car A et B sont indépendantes.

Conclusion,

P(X:O):P(A:B):JiOP(A:k)P(B:k).

(d) Par la question précédente et la définition d’une loi géométrique,

=> pa(l—pa)" " pp(1-pp) _'——pApBE: (1—pa)" (1 —pp)""

Par la question on conclut que

PAPB
DA — PAPB + PB

P(X=0)=

17/27
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(e) Soit k> 1.Ona (B> k) =] sl (B =1i). L'union étant disjointe, on a

P(B > k) Z P(B =Y ps(l—pp)"! car B ~ 9 (pg).
i=k+1 i=k+1

On reconnait une somme géométrique de raison 1 — pp € |—1;1],
+oo 1

P(B>k)=ppy (1-pp) =pp(1-pp)

i=k 1—(1-pB) =(1-pa)".

Conclusion,

Vk>1, P(B>k) =(1-pp)".

(f) Puisque ((A = k)),en+ forme un systéme complet, par la formule des probabilités totales,

+oo
P(B>A)=> P(B>A|A=k)P(A=k)
k=1
+oo
=Y P(B>k|A=k)pa(1—pa)"
k=1
+oo
= Z P(B>k)pa(1—pa) car A et B sont indépendantes
k=1
+oo
= (1—pB) pa(1—pa)F! par la question précédente
=1
= k—1 k—1
=pa(l—pp) Y (1—pp)" " (1—pa)"~
k=1
X k k
A(1=pg) Y (1—pp)" (1 —pa)
k=0
_ pa(l—pp)
1—(1-pp)(1-pa)
pa(l—ps)

PA+DPB — PAPB

Conclusion,

1—
P> Ay~ _Pallzps)
DA — PAPB + PB

(g) Par la question [I.d on note que (X = —1) = (JA| < |B|) = (A< B) car A > 1 et B > 1. Donc
par la question précédente,

pa(l—pB)
PA — DADPB + PB

P(X=-1)=

D’autre part (X = —1),(X =0),(X = 1)) forme un systéeme complet d’événements donc

P(X=1)=1-P(X=-1)— P(X =0)
pa(l—pp) PAPB

PA —DPAPB +DPB  PA — PAPB +DPB
_ Pa + PB — PAPB — PA + PAPB — PAPB

PA + PB — DADPB
bPB — PAPB

 pA+DpB—PpaAPB’

18/27
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Conclusion,

pp (1 —pa)

P(X=1)= .
PA — PAPB + PB

Ce qui est logique vu la symétrie des hypothéses sur A et B.
(h) Par définition, £ (X) = —P (X = —1) + P (X = 1). Donc par la question précédente,

pa(l—pB) L+ pe(1—pa) DB — DA

E(X)=- .
0 PA —PAPB +DPB PA—PAPB+DPB  PA— PADPB +PB

Conclusion,

PB —PA

F(X)= .
0 DA — PAPB + PB

Troisieme Partie.

—> —>

L’espace euclidien R? est muni de son produit scalaire et de son repére orthonormé direct (O, 1,7 ) usuels.
On consideére alors la courbe I'" d’équations :

22+ 4y? =4
z=0

On note S la surface de révolution obtenue en faisant tourner la courbe I' autour de 'axe des ordonnées

(Oy).

1. (a) Soit M (z,y, z) un point de I'espace. Un point M est sur la surface S si on peut 'obtenir & partir
d’un point My de la courbe I' que I’on fait tourner autour de 'axe (Oy). Pour que M soit I'image
de My par une rotation autour de 'axe (Oy) il faut que le projeté de M sur (Oy) soit le méme
que celui de My ce qui correspond a I’équation :

OM, 2o ) ot = { OMy, 20 ) 2.
7/ 191 7/ 15

De plus il faut que la distance de M a (Oy) soit égale a la distance de My a (Oy). Par la relation
de Chasles, vu que les deux points ont déja le méme projeté, cela correspond aussi & avoir la
méme distance a l'origine : OM = OMj. On obtient ainsi I’équivalence suivante :

<O—M, i> T <OM0, > e
MeS < IMy €T, Nall/ 1171 T/ 77
OM = OM,

Puisque [|j|| = 1, on peut aussi écrire,

(OM,7)7 =(0My, 7) 7

MeS & dMy el
OM = OM,

19/27,
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Soit M (x,y, z) un point de 'espace. On a alors les équivalences suivantes :

MeS

af + 4yg = 4

ZOZO

yj =%Y0J

24y + 22 =23+ yR + 22

= (:C07y07 ZO) € Rgv

af + dyf = 4
3 (z0,90) € R, {y = w0
2? +y? + 2% = af + 1
) 2
rg+4y° =4
Jzo €R, g 2 .2 _ .2 2
T Hy +z2z=x5+y

2 2

i +4y° =4
dxg € R, g y2 9
THg=2x"+ 2

2 2 2

e+ 224+ 4yt =4
dxg € R, 9 9 y2
THg=2x"+ 2

22+ 49?4+ 22 =4,

20
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Conclusion, une équation cartésienne de S est

(b) Soit M (x,y,2) € S. On a

M est régulier

Or (0,0,0) ¢ S. Conclusion,

S 22+ 4y + 22 =4
& Vf@y)#0
2x
& 8yl =0
2z
<:> (x7 y7 z) # (07 07 0) *

tous les points de S sont réguliers. ‘

(c) Soit T le plan tangent a S au point A de coordonnées (\/5, 0, —ﬂ) Soit M (z,y,z). On a les

équivalences suivantes :

MeT

AM

L Vf(v2,0,-v2)

<E%Vfwf0 ~V2)) =

z+\f 2\[>
V2r—2-2V22—-4=0

6
r—22=— =32

V2

Conclusion, ’équation du plan tangent a S au point A de coordonnées (\/Q, 0, —\/5) est

T :

x — 22 = 3V2.

2. On note ¥ le vecteur i -+ %. On considére A1 I'ensemble des points M de S tels que la normal au

plan tangent & S en M est orthogonale & .

(a) Soit M (z,y,z) un point de I’espace. On a

MEAl

* o
Us
| {
e
v

21/27

MeS
Vf(z,y,z)

22+ 4y’ 422 =4
(Vf(z,y,2),d) =0

x +4y +22=4

=0

w2+ 4y? + 22 =4
204+22=0

2+ 4y? + 22 =4
r+2=0
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Conclusion, les équations cartésiennes de A sont

T+ 2z=0.

Ay {$2+4yz+22:4

(b) Soit M (x,y, z) un point de I'espace. Le point M est sur 3 si et seulement s’il appartient a une
droite passant par un point My (xg, yo, z0) de A et dirigée par @. Autrement dit,

M e ¥y = dM (330,:1/0,20) S Al, dteR, MyM = tu
x% + 4y8 + zg =4

o+ 20=0
= 3(%0,2;0,20,15) €R4, r—x9g=1

y—yo =0

(z—20=1

(x%—i-llyg—i-zg:él

xo+20=0
= 3 (z0, 90, 20,t) €RY, {wg =z —1t

Yo=Y

kZ():Z—t

(-t +42+(z—t)* =4
r—t+2z2—1t=0

& JteR {(f'f—t)2+4y2+(z—t)2=4
Y

& Jt € R, {

_ a2tz
=
2 2
& (w_x—i—z) —|—4y2—|—(z—x+z> =4
2 2
T —2\2 x—2\2
= Ayy? (— ):4
( 2 ) Tt 2
1
& §(x—z)2+4y2:4

& 22— 2z + 22 + 82 =8,

Conclusion, une équation cartésienne de 1 est donnée par

¥ a:2+8y2—|—22—2:vz:8.

(c) Soit D; une droite passant par un point de A; et dirigées par u. Soient M (x1,y1,21) et
Ms (x2,y2, 22) deux points de D;. On note que puisque ¥q est 'union des droites passant par
un point de Ay et dirigées par w, alors nécessairement D7 C X1. Donc M; € Xy. Posons g :
(,y,2) > 22 + 8y’ + 22 — 222 —8. On a

2x — 2z
Vg(z,y,2)= | 16y
2z — 2x

On observe que
T =z

v.g (x’yaz) :ORS ~ {
y=0.

Or si M (z,0,2) ¢ 31 car g(x,0,7) = 22 + 0+ 22 — 222 = 0 # 8. Donc tous les points de X1 et
donc de D; sont réguliers.
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Notons 7; le plan tangent a ¥; en M;. Soit M (x,y,2). On a

MeTi & MM LVg(zi,y,2)

(x —x1) (221 —221) + (y —y1) 16y1 + (2 — 21) (221 — 221) =0

(221 — 221) . + 1611y + (221 — 221) 2 — 2x% + 22121 — 16y% — 22% + 22121 =0
(221 — 221) z + 161y + (221 — 2x1) 2 — 2 (:L’% + 8y + 22 — 2x121) =0

(221 — 221) z + 1611y + (221 — 221) 2 — 16 =0 car My € 4.

T 00

Donc
Ti: (21 —22z1) x4+ 161y + (221 — 221) 2 = 16.

De méme en notant 73 le plan tangent & X1 en Mo,
Ti: (2x9 — 229) x + 16y2y + (229 — 222) z = 16.

Puisque My est sur Dy, il existe t € R tel que My = M; + t2. Donc

T2 r1+1t
Y21 = n
29 21+t

D’ou

To: 2z + 2t — 221 — 2t) v + 161y + (221 + 2t — 221 — 2t) 2 = 16
& (221 — 221) ¢ + 1611y + (221 — 221) 2 = 16.

Donc 71 et T2 ont la méme équation cartésienne et sont donc égaux. Conclusion,

‘le plan tangent a >; est le méme en tout point régulier de D;.

M¢éthode 2. On pouvait aussi observer directement que puisque D; C ¥, le plan tangent a 1 en
M contient nécessairement D; et donc Ms. Donc 77 et 72 ont au moins un point commun (et
méme toute la droite D en commun). Montrons qu’ils ont un vecteur normal commun. Puisqu’il
existe t € R tel que My = My +tu, on a

2x9 — 229 201 + 2t — 221 — 2t 2r1 — 221
Vg (x2,y2,22) = 16y2 = 16y, = 1611 = Vg (x1,y1,21)
229 — 229 221 + 2t — 221 — 2t 221 — 221

Donc ces deux plans ont un point commun et un vecteur normal commun et donc sont confondus.

le plan tangent a ¥; est le méme en tout point régulier de D;. ‘

3. On note 2 le point de R? de coordonnées (0,0, 4). On considére Ay 'ensemble des points M de S tels
que la normale au plan tangente & S en M soit orthogonale a la droite (2 M).
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(a) Soit M (z,y,z). On a les équivalences suivantes :

MeS

M e Ay = -
QM L Vf(x,y,z)

z? +4y +22=4
2x
=
8y =0
2z
2?4+ 42+ 22 =4
54
222 +8y% +222 —82=0
49 =4 1
- % 4+ Yy + 22 Lo« 1L,
2?2+ 4y? 4+ 22 —42=0 2
49 =4
& {x4+ U Ly« Ly — I
497 =3
- {az + 4y
z=1
Conclusion,
2 42:
Ay - {az + 4y 3
z=1.

(b) On note Y9 la surface [:] engendrée par les / qui est 'union des droites (2 M) ou M parcourt
As.
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Soit N un point de R3 de coordonnées (z,y, z). On a

N € 3o & IM (xpr,ynr, 2mr) € Ao, t € R, N=Q+tQM
x?\/l+4y%/[ =3

2y =1

& 3(zar, ynss 2ust) € RY, x =txy

Yy =tym
z=4+t(zp —4)

(23, + 493, =3
T =1tz
= 3($M7yM)t)€R4a M
Yy =1tym
z=4—3t
\
x?\/[+4y%4=3
T =tz
<~ El(xMavat)eR4v M
Yy =tym
t:4gz
3 +4y3, =3
=4 3 (a:M,yM) € R4, T = 45Z$M
y:4gzyM
azﬁz[+4y%4:3
& z=4 ET 3(zar,ym) € RY, =0
y=0
OU |z#4 ET 3(xp,ynm) € RY, Ty = E;
yM:lflyz
i 922 9y
a7 a7
& N=Q ou |z#4 ET 3(zn,ym) € RY, oy = 2
4—z 3y

2 2

9y

9x
& N=Q 0OU |z#4 ET +4 =3
A A T
[ 2 122
& N=Q OU |z#4 ET 57 5 + y2:1.
i (4-2)" (4-2)
Conclusion,
2 122
N € 3y & N=Q 0OU |z#4 ET 3z 5 + y2:1.
(4—2) (4—2)

(¢) Par la question précédente, en multipliant par (4 — z)? (qui est non nul),
Nexy & N=Q oU [z#4 BT 327 +12y° = (41— 2)°].

On note quesi N = Q, alors, z = 0,y = 0 et z = 4 et donc 322 +12y% = (4 — 2)2. Réciproquement,
siz=4et 32 +12¢9% = (4— 2)2 alors, 322 + 12y?> = 0 et donc par positivité des termes,
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r=y==0et N =Q. Dou
N =0 & [z:4 ET 3x2+12y2:(4—z)2}.

Donc

Ney, <& [2=4 BT 322 +12)% = (41— 2)°] OU [2#4 BT 327 +12% =

& 302 +120% = (4 —2)%.

Conclusion, une équation cartésienne de Yo est

Sy 302 +12y% = (4 — 2)%.

Soit h : (x,y,2) — 322 +12y> — (4 — 2)*>. On a

6z
Vh(z,y,2) = | 24y
2(4—2)
Soit M (x,y,z) € 3g. On a donc
M (z,y, z) non régulier & Vh(x,y,z) = Ogs
=0
o {”ﬂ v
z=4
= M =

Puisque (2 € ¥y, on conclut que

’Q est le seul point non régulier de X,. ‘

(4-2)°]

Soit D9 une droite (2 M) avec M € As. Supposons M # Q et notons (x s, yar, 2ar) les coordon-
nées de M. Soit N € Dy, N # . On sait que Do C ¥5. Notons Ty le plan tangent & X9 en M

et Ty celui en N. Soit P (x,y, z) un point de l’espace. On a

PETM = MPJ_Vh(CCM,yM,ZM)

Tp— TM 3T
= yp—ym| 2 | 12ynm =0
Zp — ZM 4—zyp
& 3zar (mp — xr) + 12yn (yp —ym) + (4 — 2m) (2P — 20) = 0
& 3xpxp + 12ynyp + (4 — zpr) 2p — 33:?\4 — 12y]2\4 —(4—2zpm) 2z =0.

Or M € % donc 323, + 123, = (4 — zp1). D'ont

PeTy =
=

De méme,

3epap + 12ymyp + (4 — 2m) 2p — (4 — 20)” — (4 — 20) 20 = 0
3zywp + 12ymyp + (4 —2m) 2p = (4 —2m) (4 — 2+ 2m) =4 (4 — 2um) -

TN : 3$N$P+12yNyP+(4—ZN)Zp:4(4—2’]\[).

Or N € (M) donc il existe t € R* tel que N = Q+tQ M. Ainsi,

ry =t
YN = tym
N =4+t (2 —4).
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Ainsi,
TN : teyrxp + 12tynyp +t(2pr —4) zp = 4t (21 — 4)
= 3xpxp + L2ynyp + (20 —4) zp =4 (20 — 4) .

Donc Ty = Tys. Conclusion,

le plan tangent a Yo est le méme en tout point régulier de Ds. ‘

Méthode 2. Puisque Dy C X9 et M € Dy alors nécessairement 7T contient Ds. De méme Ty
contient Dy et donc Tps et Tps ont un point commun (et méme une droite commune). De plus,

3TN 3T
Vh(zn,yn,2n) =2 | 12yy | =2t | 12yn | = 2tVh (2, YM, 20)
4— ZN 4— ZM

Donc les vecteurs normaux Vh (zn, yn, 2n) et VR (2, yar, 2a) sont colinéaires et donc normaux
é’ TM et TN COHChlSiOH7 TN = TM :

le plan tangent a Yo est le méme en tout point régulier de Ds.

Fin de I’épreuve
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