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Corrigé - Banque PT - Maths C - 2021
Version pour juniors

Les réponses en bleu sont les réponses des questions ajoutées ou modifiées par rapport sujet initial.
Préambule

1. La fonction x — 2z est continue sur R donc admet des primitives sur R dont I'une est donnée par A :
x + 22, Conclusion, I’ensemble des solutions de (€) est donné par

yg—{R%R 2‘06R}—V€Ct(E%R2).

z — (Ce™® = e T

En particulier, pour f € .Z (R,R), on a

2
2

{f € S {30 €R, VreR, f(z)=Ce™™ ®  V2ER, flz)=e".

f(0)=1 foO=c=1

Conclusion, I'unique fonction f solution de (£) prenant la valeur 1 en zéro (rappelons au passage que
son existence et son unicité étaient garanties en amont par le théoréeme de Cauchy) est la fonction

f_R—>R
T o e

2. La fonction = — —z2 et la fonction exponentielle sont € sur R. Donc f est € et donc notamment
deux et trois fois dérivable sur R de plus, pour tout x € R, on a

f(x) = -2z e
f(x) = (—2 + 4x2) e
" (x) = (82 — 2z (-2 + 4172)) e = (122 — 8£U3) e

Conclusion,

2

Vr € R, f(z) = (-2 + 42?) e’ et f"(z) = (122 —8z%) e ™ .

3. La fonction f est ¢! sur R. Donc notamment f et f’ sont continues sur le segment [0; 1] et donc il en
va de méme pour |f| et | f/| aussi. Or d’apres le théoréme des bornes atteintes, toute fonction continue
sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Ainsi,

/ .
tren[aaﬁ] l£ ()] et tgl[f)a;}f] |f'(t)| existent.

Pour le troisieme maximum, il nous étudier un peu davantage la fonction. Pour x € R. On a
f"(z) =0 & (=2 + 42?) e

= 33227
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On en déduit que la fonction f’ est croissante sur }—oo;—%] U [%;—l—oo[ et décroissante sur

1. - :
[ 75 \/i} De plus, par croissance comparée,
. . 2
lim f'(z)= lim —2ze ™ =0.
T—+00 T—+00

On a également f’ (%) = —% e 1/2 = —\/2¢7Y/2. De plus, on note que la fonction f’ est impaire

donc f (—%) =v2e 2 et xEIPoo f'(z) = 0.

On obtient alors le tableau suivant :

8
|
8
|
e
e
o
+
8

f"(x) + 0 — 0 4

V2e1/2 0
! / \O\ /

D’une part, on en déduit le tableau suivant

z —00 —@ 0

V3e 2 VEel/2

Id O/ \O/ \0

La fonction f’ est admet donc bien un maximum sur R ainsi que sur [0; 1] donné par max lf'(t)] =
€

+00

o
—_

max | f'(t)] = v/2e~'/2. De plus, du tableau précédent de f’, on obtient également

te(0;1]
T —00 0 +00
f'(x) + 0 -
1
0 0

En particulier, m[ax |f(t)] = 1. Conclusion,
te|0;1

B =1 (t)] = ()] = V2e /2
max |£(2) et max|f(t)] = max |f'(t) V2e

4. (a) Alors ¢a c’est sympa! Soit (a,b) € R?, a < b, f une fonction de [a;b] dans R, continue sur [a; b]
et dérivable sur |a;b[. Alors,

Geelabl,  f(b) - fla) = £1(e) (b—a).
2/i8
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(b) Soit & un réel strictement positif. Soit (z,y) € [0;1]?,  # y. La fonction f dérivable sur R
donc notamment f est continue sur [z;y| (ou [y;z]) dérivable sur |z;y[ (ou ]y; z[). Donc par le
théoreme des accroissements finis,

Jewy € loiyl (oulyiz])  f(x) = fy) = (cay) (@ —y).
Or par la question [3] pour tout ¢t € R, |f/(t)| < v/2e~ /2. Dés lors,

@) = f@)] = 1 (cap) Iz =yl < V2e 2 |z —y].

On note que 'inégalité reste vraie pour x = y. Posons n = W > 0. Alors si [z —y| <7, on
obtient bien que
— —1/2 < -
@)~ fW)l < V2e P oo = e

Conclusion, pour tout € > 0, il existe n = ﬁ > 0 tel que

V(z,y) €01 : Je -yl <n = |f(z) - fly)l <e.

A ne pas confondre avec la définition de la continuité : ici le n est indépendant de x. Une
fonction f est continue sur [0;1] si elle est continue pour tout x € [0;1] i.e.

V(e,z) e R} x [0;1], In e R, Vy € [0;1], lt —yl<n = |f(z) - f(y)| <e.

Dans le cas précédent, le n est définie avant le x, il est donc uniforme en x et on dit que la
fonction f est uniformément continue, qu’il ne faut pas confondre avec la continuité simple.
Nous avons donc démontré que si la dérivée est bornée sur un segment (i.e. la fonction f est
lipschitzienne) alors la fonction f est notamment uniformément continue. Vous serez heureux
d’apprendre qu’il existe un théoréme plus général qui dit que toute fonction continue sur un
segment est uniformément continue sur ce segment (théoréme de Heine) mais ce résultat est faux
st l’on enléve ’hypothése segment.

5. Un petit peu délicate a rédiger. Pour tout n € N, posons #(n) la proposition
« 3H,, une fonction polynomiale, f™ = H,, - f, H, de méme parité que n et deg (Hy,) = n ».

On note que f™ n’a pas de probleme de définition car f est € sur R.
R —- R
— 1
paire de degré 0 et telle que f(© = f =1 x f. Donc 2(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que &#(n) = Z(n+ 1). Supposons #(n) et démontrons Z(n + 1).
Par hypothese de récurrence, il existe H,, une fonction polynomiale de méme parité que n, de degré n
et telle que " = H, - f. Puisque f est €11 et H,, polynomiale, alors f), H, et f sont dérivables
et

Initialisation. Sin = 0. Alors, en posant Hy : . Alors Hj est bien une fonction polynomiale,

fOY = Hf + Hy f".
Or par la question [2.| pour tout = € R, f/'(z) = —2z e=*. Donc
Vz € R, f("“)(x) = (H,'l(a?) — 2an(x)) f(z).
Posons pour tout z € R, H,11(z) = H) (z) — 2eH,(z). Comme dérivée, produit et différence de
fonction polynomiale, la fonction H,41 est bien une fonction polynomiale.

Premier cas, si n est pair. Alors, H, est paire et donc ne posséde que des mondmes de degré pair.
Donc en dérivant, H, ne contient que des mondmes de degré impair et donc H), est impaire. Donc
pour tout = € R,

Hyv1(—2) = H) (—z) + 2xH,(—x) o —H/(z) + 2xHy(x) = —Hp11(x).
n pair

3/i8
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Donc Hy 41 est impair.

Second cas, si n est impair. Alors de méme, H, est pair et de méme x — xH, (z) aussi. Donc Hy,11
est pair.

Dans tous les cas, H,4+1 est de méme parité que H,.

Enfin, on a deg (H]) < deg (H,) — 1 =n — 1 (avec inégalité stricte si n = 0). Tandis que
deg (z — 2z H,(x)) = deg (x +— x) + deg (Hy,) =n + 1.
Donc deg (H},) < deg (x — 2xH,(x)). Ainsi,
deg (Hy41) = deg (x — 2zH,(x)) =n+ 1.

Finalement, on a bien obtenu Z(n + 1).
(

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie et on obtient que

Vn € N, 3H,, une fonction polynomiale, f(”) = H, - f, H, de méme parité que n et deg (H,) = n.

On désignera par a (Hy) le coefficient dominant de H,,.

6. Soit n € N. Par ce qui précéde, pour tout z € R, H,41(x) = H] (z) —2zH,(x) et deg (H}) <n—1et
deg (2zH,(x)) = n+ 1. Donc on en déduit que

a(Hpy1) = a(—2xH,(x)) = —2a (Hy) .

Ainsi,

(VneN,  a(Hu1)=—2a(H,).|

Donc (a (Hp)),cn et une suite géométrique de raison —2. De plus, par définition de Hy, a (Hp) = 1.
Ainsi,

(VneN,  a(H,) =(-2)"a(Hy)=(-2)""]

Partie I

Pour toute fonction f continue sur R, on définit les intégrales dites « impropres », lorsqu’elles existent, par

»+00 A +00 A 0
/0 f(z)dx = AEI—EOO/U f(x)dz et /700 flx)dx = AEI-Eoo/O f(z)dx + Bglzloo/B f(x)de.
Pour tout entier naturel n, on pose :
+00 9 +00 9
In:/ e ™ dx Jn:/ z"e™ dx
0 —o0
On donne :
/ e dr = /7
1. Soient (q,p) € (N*)2, on a
P —1 P
Z g(k) = Z g(k) + Z g(k) par la relation de Chasles
k=—q k=—q k=0
q P ~
= Z g(—k)+ Z g(k) par I'inversion d’indice k = —k
k=1 k=0
q P
= Z g(k) + Z g(k) car g est paire.
k=1 k=0
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Conclusion,

Z g(k) converge si et seulement si Z g(k) converge.
kEZ keN

De plus, on a

+o0 q P +o0 +00 too
> gk)= lim g(k)= lim (Z g(k)+ > g(k)> =Y g(k)+ > g(k) =g(0)+2 g(k).
k=0 k=1

k=1

2. Soit n € N. Par croissance comparée, on a

12
Ert2e k5 0.
k——+oco

Donc il existe kg € N*, tel que pour tout k& > ko,

_kQ 1

1
Or Z = converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Donc par le théoréme de

keN*
comparaison des séries a termes positifs,

12
Zk”e ¥ converge.

keN
D’autre part, pour tout p € N,
0 , X2 , p ) -
> k" = > (=k)" e F = (—1)" > k" ek en posant k = —k.
k=—p k=0 k=0

2 , .
Donc } pcz k" e~k converge également. Conclusion,

12
Zk"e ¥ converge.
kEZ

On admet dans la suite que pour tout entier naturel n, I,, et J, existent et sont finies.

3. Soit n un entier naturel pair. Alors, il existe p € N tel que n = 2p. Soient (A, B) € Ri. On a

A 2 0 2 A 2
/ e ® dx:/ e ” dx+/ z"e ™ dx
-B -B 0

0 A
.2 .2 -
= / (—x)"e™ (—du) +/ 2" e dx en posant T = —x
B 0
B 2 A 2
= / 2" e du +/ e do car n est pair.
0 0
Deés lors,
0 2 A 2
J, = lim 2"e™™ dz+ lim z"e™ ™ dx
B—+ooJ_pB A—+o00 Jo
B 2 A 2
= lim 2"e”™ dr+ lim " e dx
B—4o00 /g A—+00 ./
=1I,+I,.

I
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Conclusion, pour tout entier naturel pair n,
Jn =21, |

Si n est impair, alors, on a de méme,

A 2 B 2 A 2
/ e ¥ dz = —/ e ” dw—i—/ z"e™ ™ dx.
B 0 0

Donc

B 2 A 2
J, = lim —/ z"e ™ dzr+ lim e de=1,—1,=0.
B—+00 0 A—+o0 Jo

Conclusion, si n est impair,

Jn = 0.

4. Soit A € Ry. En reconnaissant directement une primitive, on obtient que

—A _ A2
0 2 2=0 2
Ainsi,
A 2 1
I = lim ze ¥ dz = —.
A—+00.Jo 2
Conclusion,
1
Il — 5

5. Soit n € N. Soit A € Ry. On s’intéresse a

Posons pour tout x € [0; A],

Les fonctions u et v sont € sur [0; A] et
Vo € [0; 4], {u
v

Des lors, par intégration par parties,

n =A
/Axn+2€x2 do — {_m ;1 eﬁr B /A _n-;-lxne—ﬁ do — _A";l oA +n—2i— 1 /Amnegﬂ d.
0 z=0 Jo 0

En passant a la limite quand A — +o00, par croissance comparée, on conclut

n+1

Vn € N, In+2 = 5

I,.
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6. Pour tout £ € N, on pose

(2k)! /7 k!
(k) « Iop, = %k 3 et Iygi1 = — ».
Procédons par récurrence.
Initialisation. Si k =0, on a
+o0 1
Iy = / e dr = §J0 = \/; par la question [3.| et I’énoncé.
0
k)! .

Or égk;,g = 28—&@ = g De plus, par la question

1 0o K

I]_ = - = — = —
2 2 2

Donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit k € N. Montrons que Z(k) = & (k+ 1). Supposons (k) et démontrons & (k + 1).
Par la question précédente puis I’hypotheése de récurrence,

Iyky1) = Lokt2

2k +1
= I
5 f2k
2k + 1 (2k)! /7
2 22k 2
R+ T
TOQ2ktlgl 2
D’autre part,
QL+ VT (2k+2)! (2% +2) (2k + 1)! VI @k+) a

20+ (k4 1)1 2 22k+2(k 4 1) 2x 2kl (k4+1) x k! 2~ 22k+lgl 2
De méme, par la question précédente et I’hypothese de récurrence :

ok+1)+1 = Tokys

2k+1+1
= f 2k+1
k!
= 1) =
(k1)
(k4 1)
=
Donc & (k + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout k € N, Z(k) est vraie :
(2K)! /7 k!
Vk € N, IQk = 221{5]{;' 7 et I2k+1 = 5

7. (a) Soit P une fonction polynomiale. Si P est nul alors la série Z P(k) e ¥’

kEZ
P non nul, notons d = deg (P) et ag son coefficient dominant. Alors,

converge. Supposons

~  |ag| k? ek
k—+o00

(P(k) ek

7/i8
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De plus, pour tout k € N, |ag| k%e™** > 0. Donc Z ‘P(kz) e*kQ) et Z lag| k? e ¥ sont de méme
keN keN
nature. Or par la question Z lag| k2 ek converge. Donc Z P(k) ek converge absolument.
keN keN
Or la convergence absolue implique la convergence. Donc Z P(k) e converge. De méme,
keN

|P(k) e

~  lagl |k e
k——o0

Donc Z P(k) e ¥ converge également. Conclusion,

keZ_
—k2
Z P(k)e converge.
kEZ
+oo i
On admet dans la suite que de méme P(x)e ™ dx existe et est finie.
—00

“+00
Soit ) une fonction polynomiale telle que : / Q2(£L') e " dz = 0. Montrons que la fonction
—00

@ est identiquement nulle (question plus subtile qu’il n’y parait pour nous pauvres premiéres
années que nous sommes). Posons

o — R
}_)

R
A f‘A Q2(z) e~ da.
Puisque la fonction z — Q?(x) e~ st continue, la fonction F' est bien définie sur R. De plus
pour tout x € R, Q*(x) e > 0. Donc pour tout A € Ry, par croissance de l'intégrale, car
—A<A,
F(A)>0

De plus, comme g : = — Q%(z) e~ est continue, par le théoréme fondamentale de 'analyse, G :
A fOA Q2(z) e *" dz est une primitive de g. Donc G est 1. Or pour tout A € R, F(A) =
G(A) — G (—A), donc F est aussi C! et de plus,

FI(A)=G'(A) +G'(-4) =g(A) + g (-4).

Comme g est positive, I’ aussi et donc F' est croissante sur R. Enfin, par hypothése,

lim F(A)= /+OO Q*(x) e " dz = 0.

A—+o00 )

Ainsi, F' est croissante et lim F' = 0. Donc par le théoréme de convergence monotone, on en
+

o
déduit que pour tout A € R, F'(A) < 0. Or F est positive sur R;.. D’ou, pour tout A € R,

A
/ Q? (x) e " dz = F(A)=0.
—A

Soit A € R*. La fonction g est continue sur [—A; A], positive sur [—A; A] et son intégrale est
nulle : F'(A) = 0. Donc par le théoreme de séparation de I'intégrale, g est nulle sur [—A; A]. Ceci
étant vrai pour tout A € Ry, on en déduit que

Vo € R, Q*(z)e ™™ =g(z) =0 & Vo € R, Q(x) =0.

Conclusion,

‘La fonction @ est identiquement nulle sur R. ‘

/8
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400
(c) Soient (P, Q) € R[X]%. Alors PQ € R[X]. Donc par la question/ P(z)Q(x) e~ dz existe

et donc ’application

2021/2022

R
(P,Q) = 2= [*X P(2)Q(z) e~ dx

T J—00

 RIX] x RIX]
AN
existe bien sur R[X]2.

o (symétrie) Soient (P, Q) € R[X]?,

—
—

¢ (@)= [ T P@ewedr=— [ QP e =0 (@.P).

Donc ¢ est symétrique.
o (bilinéarité) Soient (Pr, P2, Q) € R[X]? et (A1, A2) € R%. On a

(M P+ P,Q) = \/1% /joo (A PL+ X2 P) (2)Q(z) e dar

1 t+oo g2 1 t+oo g2
7l Pi(2)Q(x)e™™ dz + Ao il Py(z)Q(x)e™ dx

par linéarité de I'intégrale et de la limite
=M e (P,Q) + e (P2,Q).

Donc @ est linéaire a gauche. Donc par symétrie, ¢ est linéaire a droite aussi et donc bilinéaire.

e (positive) Soit Q € R[X]. Pour tout z € R, Q%(z)e~*" > 0. Donc par croissance de I'intégrale
pour tout A € Ry, comme —A < A,

:>\1

A 2
/ Q*(z)e ™ dz > 0.
—A
Par passage a la limite quand A — +00, on a
1 +oo 2 7I2
w(Q,Q)—ﬁ/ Q*(z)e ™ dz > 0.
o (séparation/définie) Soit @ € R[X], tel que
1 +oo 2 —IEQ
0QQ =7 [ @@ ar =0

Alors par la question précédente, Q = 0.z R R)-

Conclusion,

‘l’application ¢ définie bien un produit scalaire sur R[X]. ‘

(d) Par définition, Hy = 1 puis pour tout « € R, Hy(z) = Hy(z) — 20 Hp(z) = —2z. Ainsi, pour tout
AeR,

1 A 2 1 A 2
ﬁ/AHo(x)Hl(x) e ¥ dx = ﬁ/A(—Qm‘) e ¥ dx
— L eimQ A

L,

Donc par passage a la limite quand A — +oo,
(Ho,Hy) = 0.
On admettra, pour la suite du probleme que :

V(p,q) e NxN:  (Hyp, Hygy1) =0

Y
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(e) On note ||-|| la norme associée au produit scalaire : pour tout P € R[X], |P|| = /(P,P). On a
Hy = 1. Donc, d’aprées 1’énoncé,

2 1 oo —x2
ol = (o, Ho) = = [~ e ar =1
—0o0
Ainsi, eg = Hy = 1. Puis, par la question précédente,
(1) (Hu,e0) = (Hy, Ho) = 0.

Donc vy = H;. Poursuivons,

1 Fo0 2 4
HQ:—/ —22)%e ™ dz = —Jo.
H 1” ﬁ—m( iL')e T ﬁ2

Or par la question [3] puis [6]
20 Jm T
Ja=20 = 2550775
Donc ||Hy|| = v/2 et
o u _ﬂ R —- R
loll ~ V2 @ = V2

€1
Pour vs, on calcule

Vx € R, Hy(z) = Hy(z) — 20H, (z) = —2 + 422

Puis,

2) (Hy,e1) = —= (Ha, Hy) =0
,e1) = — , =0.
2,€1 /2 2, Hy

Et

(Ha, eq) L +OO(4Q:2 2) e " du
270*\/77_ oo
1
=2-2=0

Donc vo = H. Enfin,

+o0o
| Hs* = \/1% /_OO (42% —2)% e dw = = (16J5 — 165 + 4y/7) .

NG
Or 0 vi o4
I X 3 x 2 3
o =2——Y_="""""\/r="\/x.
Ji= 21 = 25507 ox2 VT= V"
Donc
|Ha|> =12 -8+ 4 =38.
Conclusion,
o H R — R H, R — R
€eyp = :, €1 — —= . N o == —— |
oo V2 e s =V T2 o L2 (22-1)

10/18
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Avec les calculs précédents, on a

(e, €1) = 7<H0,H1> 0 par ()
f
1
eg,e2) = —= (Hop, Hy) =0 ar (|2
(€0, €2) 2\/§< 0, H2) p
1
(e1,e9) = 1 (Hi,Hy) =0 par la question précédente.

Donc la famille (eg, e1, e2) est orthogonale. De plus,

\H
leoll = \

| Holl

H | Hol

De méme ||e1]| = ||ez2|| = 1. Conclusion,

‘La famille (e, e2,€3) est une famille orthonormée.

On note également que

CQ — (6]
Vect (Hy, H1, Hy) = Vect (e1, €2, €3) o \g
328
Enfin soit (Ag, A1, A2) € R? tel que
Ater + Aaes+ Agez = 0.
Autrement dit,
V2,
Vz € R, )\g—\/ix\lx—i—)q? (22 —1) = 0.
Donc en dérivant deux fois,
VeeR,  —V2M+X2V2r=0 et  A\2V2=0.

Ainsi, Ao = 0 puis A\; = 0 et A\g = 0. Donc (e, e1, e2) est libre. On peut donc aussi conclure pour
étre plus précis que

‘ (e1,e9,€3) est une base orthonormée de Vect (Hy, Hy, H) . ‘

Ce que nous avons fait en calculant au fur et a mesure les v; puis les e; est ce que 'on appelle
le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt qui permet toujours de transformer une base
d’un espace vectoriel en une base orthonormée. Cf programme de seconde année.

Partie 11

Pour tout réel z, on pose :

2
F(x) = {L’/ e qt
1

1. Soit € R. Puisque ¢ — e %"t" existe et est continue sur [1;2], la fonction F est bien définie sur R.

e L’ensemble R est centré en 0.

e Soit x € R, on a

2 -
F(—x) = —x/ e~ dt = —F(x).
1

11/18
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Conclusion,

‘F est une fonction impaire sur R. ‘

2. Soit x € R. Posons u : t + wt. La fonction u est € sur R et donc sur [1;2]. De plus, du = z dt. D’o,

2 2z
F(x) = / e dt = / e du.
1 T

Conclusion,

2x
Vo € R, F(x) = / e du.

3. La fonction f : v+ e~ est définie et méme continue sur R. Donc par le théoréme fondamental de
I’analyse, la fonction

x 2
oz »—>/ e du
0
existe et est une primitive de f sur R. Donc F} est continue et dérivable sur R. De plus,
Vz € R, F(z) = F1 (2z) — Fi(x).

Donc en tant que composée et différence de fonctions qui le sont, on conclut que

‘la fonction F' est continue et dérivable sur R. ‘

L’énoncé initial mettait une indication dont je ne vois pas ['utilité...

4. D’apres le préambule, on sait que f est positive et décroissante sur R;. Donc pour tout « € R et tout
t € [z;2z],

2

< f(t)<e ™.
2x

0
Donc par croissance de I'intégrale CAR x < 2x car z > 0,

2z 5 5
O<F(x)</ eV de=xe".

T

Par croissance comparée, ze v —+> 0. Donc par le théoréme d’encadrement F' converge en 400 et
T—>+00
lim F(z)=0.
T—r+00
On pouvait aussi voir que Fy(x) «+— Iy = % = @ et donc F(x) — @ - @ =0

T—r+00 T—r+00

5. Avec les notations précédentes, on a
vneN,  F(2")=F (2" — B (27).

On reconnait alors une somme télescopique : pour tout n € N,

n

kZ:)F (2%) =Y [A (@) - R (2%)] =R (25 - R (1)

k=0
Or par la question 2] Iy converge donc

2n+1

F (271) = / e du —s I,

0 n——+00

Conclusion,

Z F(2™) converge.
neN
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6. (a) Avec la notation précédente, puisque Fj est une primitive de f,

2 2

Vo € R, F'(z) = 2F] (2z) — F{(z) = 2f (2z) — f(z) =274 —e™7".

Conclusion,

2

Vz € R, F'(z) = 274" _gmt"

2

(b) Soit z € R. Posons X =e™*",

F'(z)=0 & 2X1 - X =0

1
& X=0o0U X3= 3

1
& e~ = 0 impossible OU e~%° = i

p \3/5
6 = (2
1

= 332 = gln (2) .

Conclusion,

F'(z)=0 & xz“lnf) ou m:—ﬂlnf).

(¢) Soient x € R et X = e=%’. De méme que dans la question précédente,

Flz)20 & 2X'-X>0 & X(2X°-1)20 & 2X°-1>0

car X =e @ > 0. Donc

1 1 In(2)

F'(z) >0 & X/2 = X/21/3 = e > 3

Donc
In(2) In(2) In(2)
2 < — <z <
TS < 3 7 3
De plus, on sait que lim F(x) =0 et par imparité, lim F(x)= 0. D’ou,
xr——+00 T—r—00
— In(2) In(2)
x o0 V75 0 =5 +oo
f(x) - 0 + 0 -
! my —— 9 T~
- ( 3 ) 0

7. Soit x € R%. On a déja vu que f est décroissante sur Ry donc sur [z;2x]

vt € [x;2x], e 4 < f(t) < e

Donc par croissance de I'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens, car 2x > x car x > 0,

2z 42 2x 5 42
/ e dtéF(m)g/ e * dt & re " < F(x)<zxze ™ .
€T

T
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Conclusion,
2 2
Vo e RY, re 4 < F(zx)<zxze™
8. On obtient 'allure suivante :

9. (a) Par la question |3.|1a fonction F' est continue sur R donc on en déduit directement que

F admet des primitives sur R. ‘

On désignera par G la primitive de F' s’annulant en 0.

(b) On introduit :
lg= lim G(x)

T—r+00

Par la question la fonction G’ = F est positive sur R,. Donc G est croissante sur R. Ainsi,
par le théoréme de convergence monotone,

(¢ existe dans R et méme dans R U {+o0}.

(¢) Puisque F' est continue sur R, par le théoréme fondamentale de I'analyse, on a
X
VzeR, G(z)= / F(#) dt.
0
Or pour tout ¢t € R* | te—4t? < F(t) < te~t*. Donc par croissance de l'intégrale, pour x > 0,

T T 1 t=x 1 t=x
/ te 4 dt < G(x) < / te  dt & {—f e_4t2] < G(z) < {—f e_tz}

0 0 8 =0 2 =0
1— e 42’ 1—e 2
Donc par passage a la limite quand x — 00,
1 1
g <l < 5
10. (a) D’apres le cours, on a pour tout n € N,
2 n
T T
e’ = l14+zx+ 4+ +—4o0(").

z—0 2 n!

(b) Par la question précédente, en posant u = —z? — 0,
T—
5 4 xQn

-
2

14/18
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Donc par primitivation des développements limités,

Fi(z) = /0 o dt

I - 2201 -
= F T S [ n
SO e =g+ U Gy o (=)
S g ! 2n+1
=0 ) L )
50 +k§( Ve nm o)
Ainsi,
F(x) o Fy (2z) — Fi(x)
n 92k+1 5.2k+1 n L a2kl
= (—DF = 4o () — (1) ———— 4o (2®).
o 2 U i o) = 3 0 G o)
Ainsi,
- k (o2k+1 ! 2n+1
F(z) ;0’;(—1) (2 —1)m+o(x ).
Donc,
- k (o2k+1 w?h
Ve e RV N Sp(x) = —1)" (2 1) .
reR e, (@) ;;)< *( )(2k+1)kz!
Soit € R, on a
k k k
0< (_1)k (22’f+1 _ 1) ﬂ %Hﬂ < |2z ﬂ < |2z (4562) )
h 2k +1)k!| = 2k + 1)k = 2k +1)k! = k!

n
Posons X = 4z2. On sait que Z — converge en tant que série exponentielle. Donc par le théo-
n!

neN
22k+1

reme de comparaison pour les séries a termes positifs, > .oy ‘(—l)k (22}“rl — 1) m’ converge
2k+1

ie D ren (—l)k (22’ngl — 1) (QJCTl)k:' converge absolument. Or la convergence absolue implique la
convergence. Conclusion,

Vo € R, (Sn(x)),en converge.

Partie III

Dans ce qui suit, f est la fonction introduite dans le Préambule.
Pour tout entier naturel non nul n, tout entier naturel £ < n et tout réel x, on pose :

n

Fo(w) = (k>x’“<1 —o L B @ =2 f(5) R
k=0

1. Soit x un réel, et n un entier naturel. On a

T, = Z kank(x) = Z ]{:(k>xk (1 — x)n—k _ Z k<k) 2F (1 _ x)n—k‘ )

k=0 k=0

15/18;
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Pour n # 0, posons k =k —1, alors,

T, = nf (k+1) (k Z 1) (1 =)

k=0
= n! k k—1
];)(IH oy sy e s S
n—1
n! n—k—1
:Z(n—k)ixkﬂ(l—x) .
= (n — k)'k!
Six#1,
- n!
Tn: —k k+1 1— n—k—1
,;)(” Voo o)
T = (n\ g S T
= Z " (1—a)" " — T,
l—xkzo (k‘) 11—z
x x
= 1—2)" — T,.
nl_x(m%— x) T
Donc
(1—1— a )Tn:n 37 & T, = nx.
1—2z 1—=x

Sie=1,T,=1_ k(g)xk (1-— x)"_k =n() = n, la formule reste vraie. De méme, sin =0, Ty = 0
et la formule reste vraie. Conclusion, dans tous les cas,

Vn €N, Vz € R, > kR p(2) = na.
k=0

2. Ouuuuuuu la question cadeau! Méme en fin de sujet. Preuve qu’il faut lire l'intégralité d’un sujet
avant de commencer.

Soit p un réel tel que 0 < p < 1. On considére une suite de variables aléatoires indépendantes
(Xn)pen+» suivant toutes la loi de Bernoulli de parameétre p. Pour tout entier naturel non nul n, on
pose S, = X1+ -+ X,,.

D’apres le cours, on a directement

‘Sn ~ B (n,p) et E (S,) = np. ‘

Naturellement cela est bien cohérent avec la question précédente lorsque x = p € |0; 1].

Le commentaire du jury parle de redéfinir la loi de Binomiale, je n’ai pas compris ce commentaire.

3. (a) Soit n € N. Par le théoreme de transfert, on a
Sh, - k
el (3] =27 () =n.
n = \n

Comme S,, ~ % (n,p), on obtient,

Conclusion,
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(b) Soit € un réel strictement positif. On observe que pour tout n € N* et n > 0,
Sn
P[22 5] > 0] = P15 — | > na] = P 150 — B(S,)| > .

Donc, par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

ng{‘gn_p‘> }gv(zsg):np(l—p)_p(lgp).
n n4n

n2n?2 nn

1—
Or lim ]?(7227) = 0. Donc par le théoreme d’encadrement,
n—-+oo nn

lim ]P’Hsn—p‘>n} =0.
n

n—-40o

On démontre dans le cas particulier d’une loi binomiale, la loi faible des grands nombres, qui
est directement un résultat de cours en seconde année.

Donc par définition de la limite, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

IP’HS"—p‘?n} <e.
n

(c) Soit n > 0. Soit k € N. Par le principe du tiers exclus, on a
——=p/<n OU |— —p|>n.
n n

Ceci étant vrai pour tout £ € N, on en déduit que

{kEN, k—p‘én}U{kEN,'k—p‘>n}?:N.
n n

(d) Par la question puis la linéarité de I'’espérance, pour tout n € N,

10) - B () 0)] = |10) — B |1 (22) ]| = [ [ 100 - £ (22) ]|

n

Par 'inégalité triangulaire pour ’espérance,

16 - B o)l <50 - 1 (2)|].

n

Par le théoréme de transfert,

k

50) = BN 01 < 0 [50) — £ ()] Rusto)
k=0

Soit £ > 0. Par la question du préliminaire, il existe n > 0 tel que pour tout (z,y) € [0; 1]2,
lz—yl<n = |f(@&)-fy)l<e.

Notons A4 = {kEN, %—p‘gn} et Ny = {kEN,
M U A = N. De plus, 'union est disjointe. Donc

% — p‘ > 77}. Par la question précédente,

S [s0) 1 (3) st = 2 w1 (3)[ms
v - (5) R
ke AN[0;n]
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Orsi k € A1 N [0;n], alors, on a p € [0;1], £ € [0;1] et ’p—%‘ < 1. Donc ‘f(p)—f(%)‘ < e.
Ainsi,

n

10 =1 (D) Ry € 5 cRus) €3 Ruplp) =B ) = <.

keAn[o;n] k=0

D

keAn[o;n]

Notez que pour le moment cela reste vrai pour n quelconque.
D’autre part, on sait également que max¢[o,] [f(¢)| < 1. Donc pour tout k € A2 N [0;n],

10 -1 (2 <1+ (2)] <2

Ainsi,
1001 ()[R < X 2Ruslo)

keAan[0;n]

=2 Y P(S.=k)
keAen[0;n]
=2P (S, € AN [0;n])
=2P (S, € A3) car Sy, (Q) = [0;n]

Cor (% ] o)
n

Par la question précédente, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

D

keAeN[0;n]

keAan[0;n]

50~ £ (2)| Rust) < 2.

Finalement, par les questions précédentes, on obtient

|f(p) — Bn (f) (p)] < e+2¢ =3¢

Conclusion,

Ve>0,3Ing €R, Yn>no,  |f(p) = Bu(f)(p)] <3e.]

Autrement dit, (B, (f) (p)),en converge et

lim B, (f) (p) = f(p)-

n—-+o0o
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