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Corrigé du Devoir Surveillé 1
Logique, fonctions réelles et bijections

Probleme I - Logique

L’objectif de ce probléme est de déterminer ’ensemble des fonctions f vérifiant la propriété A(f) suivante :

A(f) : «V (2,y) € R?, |f(z) + f(y)| = |z +y| ».
Partie 1 : Préliminaires

Pour tout g € .% (R, R) on définit les assertions suivantes :

P(g) : « (Vx € R, g(x) =x) ou (Vz eR, g(x)=—x)»
Qg) : « Vx € R, (g(x) =2 OU g(x) = —x) ».

1. Pour tout g € .Z (R,R), on a directement

{P(Q)i « 3z eR, g(z) #2) ET (yeR, g(y) #—y)»
Qg): «JweR, (g(z) #z ET g(z) # —x) ».

2. |Pour tout g € # (R,R),on a P(g) = Q(g).‘

R —R
3. Prenons g = || : . Alors on observe que pour tout z € R,
g(x) = z (cas ol x est positif) ou g(x) = —x (cas ou z est négatif).

Autrement dit Q(g) est vraie. Pourtant si x = —1 alors g(—1) =1# —1l et si y = 1 alors g(1) = 1 #
—1. Ainsi
Jz € R (par exemple x = 1) tel que g(z) # x

ET
Jy € R (par exemple y = —1) tel que g(y) # —y.

Donc P(g) est vraie. On a donc montré dans ce cas Q(g) ET P(g) i.e. la négation de Q(g9) = P(g).
Conclusion,

‘lorsque g = || alors Q(g) = P(g) est fausse.‘

Pour tout g € .# (R, R), on pose également

R(g) : «Vx € R, |g(z)| = |z| ».

4. ‘Pour tout g € # (R,R), on a R(g) < Q(g).‘

5. Si f =1Idg (i.e. si pour tout x € R, f(z) = z) alors on a pour tout (z,y) € R?

[f (@) + Fy)] = e +yl.

Donc A(f) est vraie. Conclusion, ‘si f =1Idg alors A(f) est vraie ‘
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Partie 2 : Conséquence de A(f)
Soit f € .Z (R,R) telle que A(f) soit vraie :

V(z,y) €R% [f(2) + f(y)| =z +yl.

6. Siz=y=0,o0na

1£(0) + £(0)| = [0+ 0]

Donc 2|f(0)| = 0 autrement dit f(0) = 0. Conclusion | f(0) =0|.

7. Soit € R. En prenant y = 0 dans A(f), on a

[f(x) + f(0)] = | +0].

Or d’apres la question précédente, f(0) = 0. Donc |f(z)| = |z|. Comme x est quelconque, on conclut

que

Ve eR, @)=l ]

ie. ‘R(f) est vraie ‘

8. On suppose dans cette question que P(f) est fausse.

(a) Par hypothese P(f) est fausse donc P(f) est vraie. Donc d’apres la question 1,

Jr eR, f(x)#x ET Jy eR, f(y) # —v.

On a donc f(z) # x. Or d’apres la question 6, f(0) = 0. Donc = # 0. De méme f(0) =0 = —0
et f(y) # —y. Donc y # 0. Conclusion,

TweRY, f(x) #£2 BT YER, f(y) # ]

(b) On sait que f(x) # x mais on sait également d’apres la question 7 que |f(x)| = |z|. Donc

nécessairement f(z) = —z. De méme on sait que f(y) # —y et |f(y)| = |y| donc f(y) = y.
Conclusion, ‘f(x) =—xet fly) =y ‘

(c) D’apres A(f), on a notamment pour le z et le y précédemment définis

[f(@) + f(y)l = [z +y| = [z +yl.

Deux cas possibles. Premier cas, —x +y = x +y i.e. —z = x et donc « = 0, ce qui est impossible
car ¢ € R*. Second cas —(—x+y) = x +y ie. z —y = x + y ou encore —y = y et donc
y = 0, ce qui est & nouveau impossible car on a également y € R*. Donc dans tous les cas,

‘on arrive a une contradiction ‘

9. En procédant par I'absurde, nous avons montré qu'’il était impossible que P(f) soit fausse. Donc

‘ P(f) est vraie ‘

Partie 3 : Conclusion

10. Raisonnons par analyse-synthése. Analyse : si f est telle que A(f) est vraie alors nous avons établi
dans la partie 1 que nécessairement P(f) est vraie autrement dit f = Idg ou f = —Idg.

Synthese : si f = Idgr alors nous avons montré a la question 5 que Idr est bien une solution. De méme
si f = —Idg, alors

V(z,y) €R?,  |f@)+fW)|=]-z-y|=|z+y|.

Donc Idgr est aussi une solution.

‘Conclusion f e 7 (R,R) vérifie A(f) si et seulement si (f =Idg) OU (f = —IdR).‘
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Probléme II - Fonctions réelles

Partie 1 : Etude d’une fonction

1. Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

In(x) existe
re Py = f(x) existe <=
zn(1+ 1) existe

r € D =R x>0 x>0
— xetl—l—%existent < x#0 < x#0
T+1€ Dy =Rf tl > 0 x €] — 00, —1[U]0, +o0[

— xRS

Conclusion : 2y = R} .

2. Un raisonnement analogue au précédent permet de montrer que la fonction f est dérivable sur R} .
Soit # € Rf. On a les égalités entre réels suivantes :

_ L
22

fl(x) = 1_<xx1_~fl+1xln<1+%>>

x

x

1 1 <:c+1)
= —+4+ —1In

r x+1 x

1

T

1

—In(z +1) + In(z)

z+1
1 1

I e n(z) N iz 1)
x r+1

Conclusion : la fonction f est dérivable sur R}, et

1+ 2In(x 1
_ltaln@) |

vz €RY, f ~1 1
veRY, f(x) ) — @+ 1)
3. Soit z € R}
— Calculons :
*)JFO par croissance comparée
x—0
1 In(x)
/ + zIn(z
= -1 1
f(@) - + 1 n(zx +1)
N — — 0
— 400 — 1 z—0+
=0T z—0t
Ainsi, il vient que :
Conclusion : lim f'(z) = +oo0.
z—07t
— Calculons :
1 | 1
f'(z) = +zln(z) —In(x + 1)
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r——+00 I T—40co T + r——+00

1 1
Or lim — = lim =0et lim In (1 ) = 0. Ainsi, il vient que :

1
T

on - i o) —
Conclusion : mgr—lr—loof (x) =0.

4. (a) La fonction f’ est dérivable sur R} par opérations élémentaires de fonctions dérivables sur R} .

Conclusion : la fonction f’ est dérivable sur R . ‘

(b) Soit x € R}. On observe que

On a alors les égalités entre réels suivantes :

1 1 1 1
M) = —— 4 = _ .
(=) 2 (x_|-1)2 z+1

— (41 4 z@+1)? -2 — 22 (z+1)

22 (z +1)°
_ —2? =2 — 1+ 23420242 — 2% — 23 —2?
B 22 (x4 1)
- —z? -z —1
22 (w4 1)?
_ 2 +z+1
__:1:2(3:4—1)2

Or, pour tout z € R, 22 > 0 et (1+ x)2 >0et 22+ 2+ 1> 0. Conclusion :

vz e RS, f’(x) <0.

5. On en déduit alors le tableau de signes et de variations suivants, que 'on complete a l'aide de la
question (b) :

f"(x) -

f \

6. Posons pour tout réel t > —1: g¢(t) =1In(1 +1t) —t.

Par somme et composition, la fonction g est dérivable sur | — 1, +o0o[ et l'expression de sa dérivée
vaut : 1 :
Vi> -1, d(t) = —— —1=———
90 =1 1+t

On en déduit les tableaux de signes et de variations suivants :
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t -1 0 +00
g'(t) + 0 -
0
— 00 — 00

NB : la donnée des limites n’était pas obligatoire.

La lecture du tableau de variations permet de savoir que la fonction g est négative sur | — 1, +o0],

autrement dit :
Conclusion : V¢ > —1, In(1+1t) <t
—_—
()

7. Soit x € RY}. Montrons que In(z) — 1 < f(z) < In(z).
(@) (i7)

(77) On a les déductions suivantes :

z > 0
1
= 1+- > 1
x
1 ,
= In(1+ > > In(1) par croissance de In sur R}
x
1
= —xln(1+> < 0 car —x <0
x
1
= In(z) —zln (1 + > < In(z)
x
= f(z) < In(z)

Ainsi, on a bien démontré (i7).
(1) L’inégalité (x) précédemment démontrée étant vraie pour tout ¢ > —1, elle est en particulier
vraie pour t = % >0 ? —1, ce qui permet d’écrire les déductions suivantes :

1 1
In{1+ — < -
T x

= —a:ln(l—l—i) > -1 car —x < 0
= In(z)—zln (1 + 31:) > In(x)—1
= f(z) > In(x)—-1
Ainsi, on a bien démontré (7).
Conclusion : Vo € R, In(z) — 1 < f(z) < In(z).
8. — Sachant que Il_i)rélJr In(z) = —o0, le théoréme de majoration permet de conclure que :
la fonction f admet une limite en 07 et xl_ifélJr f(z) = —oc.

516
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— Sachant que liril In(z) — 1 = +o0, le théoréme de minoration permet de conclure que :
T—r+00

la fonction f admet une limite en +o00 et lim f(z) = 4oc0.
T—>+00

9. Les bornes ouvertes de ’ensemble de définition de la fonction f étant 0 et +o00, on effectue ’étude
asymptotique suivante :

— (Recherche d’une asymptote verticale en 0F)
Sachant que lim+ f(x) = —o0, il vient que la courbe €y admet une asymptote verticale d’équation
z—0
z=0.
— (Recherche d’une asymptote horizontale en +00)
Sachant que lir}rl f(x) = 400, il vient que la courbe ¢y n’admet pas d’asymptote horizontale.
T—r+00

— (Recherche d’une asymptote oblique en +00)
Sachant que lirf f(x) = +o0, il vient que la courbe €y PEUT admettre une asymptote oblique.
T—r+00

f o Wl (1 + 1)

Soit # € Rf. Calculons :

X X
—_———
— 0 par CC 50
z—+o0 T — 400

Si ¢y admettait une asymptote oblique, alors cette asymptote oblique aurait pour équation

y=ax+baveca= lim @zoetbeR.
r—+4oco I

Autrement dit, ¢y aurait une asymptote horizontale, ce qui contredit le point précédent. Ainsi,
¢ n’admet pas d’asymptote oblique mais une branche parabolique de direction (Ozx).

Conclusion : la courbe ¢y admet une asymptote verticale d’équation z = 0 et une
direction parabolique horizontale en +oc.

10. On en déduit alors le tableau de signes et de variations suivants :

x 0 +00

f"(x) -
400
! \
0
/(@) +
+0o0
; /
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Partie 2 : Résolution qualitative de I’équation (E)

11. Soit z € R%.. On a les équivalences suivantes :

(B) <= "t = (z+1)°
— (™) = In((z +1)7) car 271 > 0 et (x4 1)°
— e+ D) = alz+1)
=  (@+Dh(@)—zh@+1) = 0
— In(z) - [zln(z+1) —zl(z)] = 0
— ln(x)—xln($;1) — 0
= flz)y = 0

Conclusion : (F) <= f(z) = 0.‘

12. On a montré que la fonction f est continue et strictement croissante sur I'intervalle I = R}, donc par
le théoréme de la bijection, la fonction f: Rf — f(R]) = R est bijective.
Ainsi, 0 € R admet un unique antécédent dans R} par f.
Autrement dit, 1’équation f(r) = 0 admet une unique solution dans R;. D’aprés la question précé-
dente,

I'équation (E) admet une unique solution dans R .

13. Montrons que « €]2, 3.
11 suffit de montrer que f(2) < 0 < f(3).

— Calculons :

Conclusion : « €]2, 3]. ‘

14. Voici les tracés demandés :
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Probleme III - Bijections

On considere la fonction
22+ 16

T
fiz 2z

Partie 1 : Etude de f

1. Déterminons D le domaine de définition de f. Soit £ € R. On a les équivalences suivantes :
xeD & 20 #0 & x # 0.

Conclusion, la fonction f est définie sur
D =R".
2. Déterminons la parité de f et précisons une conséquence sur son graphe.

e L’ensemble D = R* est centré en 0 : Vo € R*, —z € R*.

e De plus, pour tout = € R*,

Par ces deux points, on en déduit que

‘la fonction f est impaire. ‘

Par suite,

son graphe est symétrie par la symétrie d’axe (Oy). ‘
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3. Calculons la dérivée de f sur U = ]0; +oo[. Pour tout « € U, 2z # 0, on note donc que f est dérivable
sur U en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus,

12x><x— (w2—|—16)

!
Ve e U, f(:v):2 p
22?2 — 2% - 16
N 22
_ 2 — 16
222
Conclusion,
, r? — 16
VeeU, fl(x)= —onZ

4. Déterminons I’équation de la tangente au graphe de f au point z = 1. On a vu a la question précédente
que f est dérivable sur U et donc en 1 et donc le graphe de f admet bien une tangente au point 1
dont I’équation est donnée par

T:y=f'(1)(@—1)+f(1).

Or par définition de f et la question précédente,

1+16 17 , 1-16 15
F =TT = e )= =]
Ainsi,
15 17 15 15417 15 32 15
T:y=——(x—-1)+—=—— = - 16.
Y 2(:c )+2 2x—i— 5 23:—1—2 5 & 6
Conclusion,
1
T:y:—§x+16.

5. Montrons que f admet une asymptote en +oo dont on précisera 1’équation. Pour tout = > 0, on a

P16 _at(142) a(1+29)

H@) =—5 20 2
1
Or lim 1—|——2=1donc
r——+00 x
1416
De plus, pour tout z > 0, @ = % Donc
lim ﬂ = 1
T—+o00 I 2
Enfin,
x 2416 =x
Vx>0 - = - =
B 2+ 16 — 22
- 2x
_8
=
Donc
lim (f(z)-5) =0
z—+00 2 ’

Conclusion, le graphe de f admet donc une asymptote en +o0o d’équation

_r
y=73-

o/ig
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6. Déterminons lim f(x). On a
zﬂg
x>

limz?+16=16 et lim 2z =07.
x—0 x—0

>0 >0
Par quotient,
li = .
lim f(z) = +o0
>0

7. Déterminons le tableau de variations complet de f sur U. Par la question

x2 —16

VeeU, f(x)= 5,2

Soit z € U. On a

f'(x) >0 & 22 -16>0  car 222 >0
s P> 16
& r<—4 OU >4
& T >4 car x > 0.
La fonction f est donc croissante sur [4; +oo[ et décroissante sur |0;4]. De plus,
16 + 16
Donc par les limites établies aux deux questions précédentes, on obtient :
z 0 4 +00
+00 +oo
4

8. Déduisons-en le tableau de variations de f sur D. On sait que la fonction f est impaire. De la question
précédente et la symétrie de centre (0;0) on obtient directement le tableau suivant :

x —00 —4 0 4 +00

—4 “+00 +00

! / \ \4/

—00 —O0

9. Déduisons-en f (]—4;0[U]0;4]) et f (]0; 8]). Par la question précédente, (on fait attention da l’ouverture
ou la fermeture des bornes)

f (1=4;0[U]0;4)) = ]—o0; —4[U [4; +o0] .|

De plus,

£ (0;8]) = [4+oo] |

10//16]
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10.

Précisons également f< (R4) et f< (]4; +00[). Toujours par son tableau de variations :

/7 (Ry) =103 400

et

[ f (4; +oo]) = 10;4[U]4; +ool .|

Partie 2 : Etude de !

11.

12.

13.

Démontrons que f définit une bijection de I = ]0;4] dans un ensemble J & déterminer. On a par la
question [3]
z2 — 16

202

Pour tout x € ]0;4[, 22 < 16 et donc 22 — 16 < 0. Deés lors,

V>0, fl(x)=

Vo €104, f'(x) <0.

Notez limportance d’ouvrir lintervalle et d’avoir une inégalité stricte.
Donc la fonction f est strictement décroissante sur ]|0;4[. De plus, f est continue en 4 et donc f est
strictement décroissante sur I = ]0;4]. Dés lors,
o f est continue sur I (en tant que quotient de fonctions qui le sont dont le dénominateur ne
s’annule pas),
o f est strictement décroissante sur 1.

Donc par le théoréme de la bijection, f définit une bijection de I dans J ou l'intervalle J est donné
par

th%gy@l
x>0
Par les questions [6] et [7]

J = [4;+0o0[.

Conclusion,

’ f définit une bijection de I =]0;4] dans J = [4; —}—oo[‘

On note g sa fonction réciproque.

Précisons, sans calcul, le tableau de variation de g. Par la question précédente et le théoreme de la
bijection, on sait que g est continue et de méme monotonie que f. Donc g est strictement décroissante
sur J et & valeurs dans I. Ainsi,

Démontrons que g est dérivable sur J' = J \ {4}. On observe les points suivants.

o la fonction f est dérivable sur I’ =]0;4[ = I\ {4},
o la fonction f est strictement décroissante sur I’,

e pour tout € I', f/(z) = £=46 = E=VEHD) ¢ of done f/(x) # 0.

22 222

11/16
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14.

15.

16.

Par le théoreme de la dérivée de la fonction réciproque,

g est dérivable sur f (I') = J' = ]4; +ocl.

Calculons ¢g(5). Soit = € I. On a les équivalences suivantes :

x = g(5) & f(z) =5
2
N x +16:5
2x

& 2 +16 = 10x
AN 22 — 10z + 16 = 0.

Soit A le discriminant associé. On a A = 100 — 64 = 36 = 62. Donc les racines sont 102+6 — 8 et
10-6 = 2. Or z € ]0;4[. Donc z = 2. Conclusion,

g(5) = 2.

Déduisons-en ¢'(5). Par le théoréme de la dérivée de la réciproque, on a vu que g est dérivable sur
4; +o0[ et de plus,

1
Yy € [4;4+00[, ¢ (y) = .
| L o) f(9(y))
En particulier, 5 € ]4; +00[ et donc
1
/
g5)=
O = 7
Par la question précédente,
1
/
g(5)=
®) f(2)

Or par la question [3]

Conclusion,

Montrons que pour tout y € J', y + /y? — 16 > 4 et y — \/y? — 16 < 4. Soit y € J' = |4;+0c0[. On a

I’équivalence suivante :

y+Vy?—16 >4 & VY2 —16 >4 —y.

Or y > 4. Donc 4—y > 0 et y?> — 16 > 0. Justification incontournable pour obtenir la réciproque. Donc

y+12—16>4 = Y2 —16 > (4 —y)?
& y? — 16 > 16 — 8y + y>
& 8y > 32
& y > 4.

La derniére étant toujours vraie sur J’, on en conclut que

Vyeld, y+y?—16>4.

De méme, soit y € J'. On a

y—Vy:—16 <4 = y—4 < y?— 16.
12/]16
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17.

18.

Ory—4>0ety?—16 > 0. Ainsi,

y—Vy2—16 <4 = (y—4)? <y?—16
o y> —8y+16 < y> — 16
& 32 < 8y
& 4 <y.

Conclusion,

Vyeld, y—+y?—16 <4.

Déduisons-en pour tout y € J la valeur de g(y). Soient y € J = [4;+oo[ et x € I = ]0;4]. On a les
équivalences suivantes :

z=g(y) y = f(x)
B 22 + 16
y= 2z

2zy = 22 + 16 CAR z #0
1:2—2yx+1620.

S R

Soit A le discriminant associé : A = 4y? —4 x 16 = 4 (y2 — 16). Premier cas, si y = 4 alors,
-8 +16=0 o (z-4°=0 & r=4

Deuxiéme cas, y > 4 i.e. y € J' = ]4;+00|. Dans ce cas, A = 4 (y2 — 16) > 0 et le trinome x? — 2yx +
16 = 0 possede exactement deux racines :

2y — /4 (y* — 16) TT16 et o— MIVAWZIO) L s
)

Des lors, si y > 4,
= g(y) & r=19y—+\y?—16 OU x =1y + \/y? — 16.

Or par la question précédente, y + /y2 — 16 > 4 et donc n’est pas solution tandis que y — \/y? — 16
appartient bien & .J'. Ainsi, pour tout y € J',

z = g(y) < r=y—y*—16.

On note que si y =4, y — /y2 — 16 =4 — /16 — 16 = 4 = x. La formule reste donc vraie si y = 4.

Conclusion,

VyeJ=[4+c0[, g(y)=y—Vy?—16.

Retrouvons le résultat de la question et calculons ¢’ sur J'. Soit y € J. Par la question précédente,

g est dérivable en y o > —16 >0 & y* > 16,

ce qui est vrai pour tout y € J'. Donc

g est dérivable sur J' = |4; +o0].

De plus,
2y y
vyeld, ¢y =1- =1-
Y ) 24/y2% — 16 y2 — 16
Conclusion,
Y
vyeld, ¢y =1- :
y 9 () T

13/]16]
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19. Retrouvons le résultat de la question Puisque 5 € J', par la question précédente, on a

5 5 5 2
16) o L R S B .
g) V25 — 16 /9 3° 3

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question [I5]

Partie 3 : Etude d’une suite récurrente

u2+16
2Uun

Soit zgp € [4;+00]. On pose ug = xg et pour tout n € N, w41 =
20. Soit z > 0. On considere Uimplication I : (x > 4) = (f(z) > 4).

(a) Justifions que I est vraie. Par la question [8.|on a directement que pour tout z > 4, f(x) > 4.
Conclusion,

(b) Enoncons mathématiquement la réciproque, la négation et la contraposée de I et dans chaque
cas, précisons sa valeur de vérité.
Sa réciproque est donnée par

U@ >4 = @>4)]

Toujours par la question [8.| on note que pour tout z € ]0;4[, on a également f(x) > 4. Donc si
f(x) > 4 cela ne veut pas dire que x > 4. Ainsi,

‘la réciproque de I est fausse. ‘

La contraposée de I est

(f2)<4) = (v<4)]

Puisqu’une contraposée a la méme valeur de vérité que 'implication initiale, on en déduit que

‘la contraposée de I est vraie. ‘

Enfin, la négation de I est donnée par

[(f@)>4) ET (x<4).]

Puisque I est vraie, nécessairement sa négation est fausse. Conclusion,

‘la négation de I est fausse. ‘

21. Montrons que pour tout n € N, w,, > 4. Procédons par récurrence. Posons pour tout n € N, #(n) :
CUp =4 ».

Initialisation. Si n = 0, par définition, uy = z¢ = 4. Donc Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que &(n) = #(n+ 1). Supposons Z(n) vraie alors u,, > 4. Donc
par la question précédente,

f(up) = 4.

Autrement dit,
2
us + 16
2 >4 o Uyl = 4.
2up,

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

‘VnEN, un>4.‘
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22.

23.

24.

25.

Pour tout x > 4, on pose h(z) = f(z) — z. Calculons h(x) et précisons son signe. Pour tout = > 4, on
a

h(z) = f(z) —x
22+ 16
—x
2x
2% 4+ 16 — 222
2x
16 — 22

Conclusion,

(x+4)(4—1)
2z '
Or pour tout z >4, x+4>0,4—x <0 et 2z > 0. Par produit,

Vo € [4+00[, A(x) <0.]

Vo € [4;400], h(z)=

Déduisons-en que (uy),cy est décroissante. On sait que pour tout n € N, u, > 4. Donc en prenant
T = u, = 4, on a par la question précédente,

2
Or f(uy) = ug;lﬁ = Upy1. Donc

Vn € N, Up+1 — Un <0 = Un+41 < Up.

Ceci étant vrai pour tout n € N, on en conclut que

la suite (un), oy est décroissante.

Déduisons-en que (uy,),,c converge. On sait par la question que pour tout n € N, u,, > 4. Donc la
suite (un),cy est minorée. De plus par la question précédente, (uy), oy est décroissante. Conclusion,
par le théoréme de convergence monotone,

la suite (uy),cy converge.

On note ¢ sa limite.

2
. . u, +16 . . Co .
Exprimons lim ——— et lim wu,y; en fonction de ¢ puis déduisons-en que ¢ = 4. Puisque
n—+oo 2, n—+o00
lim wu, = ¢, alors par composée de limites,
n—-4o0o
. ul+16 2+16
lim = .
n—+oo 22Uy, 2/
De plus,
lim wupqq = 4.
n—-+o0o
2
Or pour tout n € N, up 1 = “"TJFHIG donc par passage a la limite, on obtient
2 +16
(=570 a2 2416

20
= (>=16
= /=4 OU {=—4.

Or pour tout n € N, u,, > 4. Donc par passage a la limite, £ > 4. Conclusion,
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Partie 4 : Une équation fonctionnelle

On cherche a déterminer & ’ensemble des fonctions ¢ : [4; +00[ — R continues vérifiant

:U2+16>

(B)  Veeltool, o) =p(To
Soit ¢ € &.

26. On pose pour tout n € N, v, = ¢ (uy,). Montrons que (v,),,cy est une suite constante. On a pour tout
n €N,

Unt1 = @ (Un+1) par définition de la suite (vn),cn

2416
(u"QZ ) par définition de la suite (un),cy
n

€ €

(up) car p € &

I
S

n-

Ceci étant vrai pour tout n € N, on ne déduit que

la suite (vy,),cy est constante.

27. Par la question précédente,
VneN, wv,=ug.

Or d’une part, vg = ¢ (ug) = ¢ (z¢). D’autre part,
VneN, v, = (u,).
Or (un), ey converge vers 4 et ¢ est continue sur [4; +oo[ donc en 4 et donc
neo O = W J# () = 0 (4)

Ainsi, en passant & la limite sur v, = vg :

p(@o) =vo = lm vy =p(4).

Conclusion,
¢ (20) = ¢ (4).|
28. Concluons en déterminant &. Analyse. Soit ¢ € & et xg € [4; 4+00[. Par ce qui précede, on observe que
@ (w0) = ¢ (4).

Ceci étant vrai pour zg € [4; +00| quelconque, on en déduit que
Vg € [4400[, ¢ (z0) =9 (4).
Ainsi, si ¢ € &, alors ¢ est constante sur [4; 4+o0].
Synthése. Réciproquement, si ¢ est une fonction constante sur [4; +oo] :
dK € R, Vx € [4;+o0[, ¢(x) =K.

Alors, pour tout x € [4; +oo[, par la on sait que f(z) > 4, donc en posant y = f(z), onay >4
et donc ¢ (y) = K. Ainsi,

112
ola) = K = oly) = o (f(2)) = 0 (510

Donc on a bien ¢ € &.

Conclusion, ’ensemble & est formé de ’ensemble des fonctions constante :

[4;+00] — R
r — K

g:{f: ‘KER}.
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