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Problème 1 - Fonctions usuelles

Partie 1 : Simplification par la dérivée

On considère les fonctions suivantes :

f : x 7→ arctan
Å sh(x)

1 + ch(x)

ã
et φ : x 7→ sh(x)

1 + ch(x) .

1. Déterminer D le domaine de définition de φ.
2. Préciser la parité de φ.
3. Calculer lim

x→+∞
φ(x).

4. Montrer que pour tout x ∈ D, φ′(x) = 1
1+ch(x) .

5. En déduire le tableau de variation complet de φ.
6. Justifier que f est dérivable sur R et montrer que

∀x ∈ R, f ′(x) = 1
2 ch(x) .

7. En déduire que pour tout x ∈ R, f(x) = 1
2 arctan (sh(x)).

Partie 2 : Simplification par la trigonométrie

On considère la fonction
g :

R → R
x 7→ arctan

Ä
x

1+
√

1+x2

ä
.

8. Déterminer la parité de g.
9. Montrer que pour tout x ∈ R+, x <

√
1 + x2 < 1 +

√
1 + x2.

10. En déduire que pour tout x ∈ R+,
0 ⩽ g(x) <

π

4 .

11. Justifier que pour tout x ∈ R+, tan (g(x)) et tan (2g(x)) existent.
12. Montrer que ∀x ∈ R+, tan (2g(x)) = x.
13. En déduire une expression plus simple de g sur R.
14. A l’aide de la question précédente, retrouver le résultat de la question 7.

Partie 3 : Une équation

On considère l’équation
(E) : g(x) = arcsin

(x

2

)
.

15. Déterminer DE le domaine où (E) est bien définie.
16. Pour x ∈ DE, simplifier sin

(
2 arcsin

(
x
2
))

.
17. Pour x ∈ DE, simplifier sin (arctan(x)).
18. A l’aide de la question 13. résoudre (E).
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Problème 2 - Equations complexes

Partie 1 : Une équation de degré 3

On considère l’équation suivante (E) : z3 + (1 + i) z2 + (2 − 2i) z + 8i = 0.
1. Déterminer les racines carrés de ω = 8 + 6i.
2. Par un raisonnement d’analyse/synthèse, pour y ∈ R, montrer que®

−y3 − y2 + 2y + 8 = 0
−y2 + 2y = 0

⇔ y = 2.

3. En déduire l’ensemble des complexes z = iy, y ∈ R, imaginaires purs, solutions de (E).
4. Déterminer (a, b, c) ∈ R3 tel que X3 + (1 + i) X2 + (2 − 2i) X + 8i = (X − 2i) (aX2 + bX + c).
5. Déduire des questions précédentes l’ensemble des solutions de (E) et placer les solutions dans

le plan complexe.

Partie 2 : Un soupçon de géométrie

On pose A le point d’affixe 1 − i et B celui d’affixe −2 − 2i.

6. Montrer que
Ä

#    »

OB,
#    »

OA
ä

≡ π
2 [2π] et en déduire la nature du triangle AOB.

7. Calculer OA, OB et BA et retrouver le résultat de la question précédente.
8. On pose A′ l’image de B par la rotation de centre O et d’angle π

2 . Montrer que O, A et A′ sont
alignés. Est-ce cohérent avec les questions précédentes ?

Partie 3 : Des racines n-ièmes (quand même)

Soit n ∈ N. On souhaite résoudre dans C l’équation

(F ) :
Ä
1 + i

√
3
ä

zn +
Ä
−1 + i

√
3
ä

z2n − 2z3n −
Ä
1 + i

√
3
ä

z4n +
Ä
1 − i

√
3
ä

z5n = −2.

9. Rappeler les solutions de 1 + z + z2 + z3 + z4 + z5 = 0.
10. Ecrire chacune des solutions sous forme algébrique.
11. En déduire sous forme polaire les solutions de

(F0) :
Ä
1 + i

√
3
ä

z +
Ä
−1 + i

√
3
ä

z2 − 2z3 −
Ä
1 + i

√
3
ä

z4 +
Ä
1 − i

√
3
ä

z5 = −2.

12. En déduire les solutions de (F ).

Problème 3 - Calcul d’intégrales

Partie 1 : Des primitives

Pour tout n ∈ Z, on pose
fn : x 7→ xn

1 + x
et gn : x 7→ xn

1 + x2 .
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1. Soit n ∈ N. Justifier que gn possède des primitives sur R.
2. Soit n ∈ N. Ecrire à l’aide d’une intégrale, Gn l’unique primitive de gn vérifiant Gn(1) = 0.
3. Déterminer les primitives de g0.
4. Préciser G0.
5. Déterminer les primitives de g1.
6. On suppose que n = −1. Justifier que f−1 admet des primitives sur ]−1; 0[.
7. Déterminer les primitives de f−1 sur ]−1; 0[.

Partie 2 : Des intégrales
On suppose dans toute la suite que n ∈ N et on considère pour tout n ∈ N,

In =
∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

8. Justifier que pour tout n ∈ N, In existe.
9. Calculer I0.

10. Montrer que I1 = 1 − ln(2).
11. Montrer que pour tout n ∈ N, In + In+1 = 1

n+1 .
12. En déduire I2 puis I3.

13. Montrer que pour tout n ∈ N, In =
∫ 1

0
2g2n+1(t) dt.

14. Retrouver à l’aide de la question précédente la valeur de I0.

15. A l’aide d’une intégration par parties, exprimer pour tout n ∈ N,
∫ 1

0
xn ln (1 + x) dx en fonction

de In+1.

16. En déduire la valeur de K =
∫ 1

0
x2 ln (1 + x) dx.

17. A l’aide du changement de variable x = sin (θ), calculer L =
∫ π

2

0

sin (2 θ)
1 + sin (θ) dθ.

Partie 3 : Etude de la suite d’intégrales
18. Montrer que pour tout n ∈ N, In ⩾ 0.

19. Montrer que pour tout n ∈ N, In ⩽
∫ 1

0
xn dx.

20. En déduire que la suite (In)n∈N converge et préciser sa limite.

Pour tout n ∈ N, on pose Jn =
∫ 1

0

xn+1

(1 + x)2 dx.

21. Montrer que pour tout n ∈ N, In = 1
2(n+1) + 1

n+1Jn+1.
22. Montrer que pour tout n ∈ N, 0 ⩽ Jn ⩽ 1

n+1 .
23. En déduire que In ∼

n→+∞
1

2n
.

Partie 4 : Une expression de In sous forme de somme
Soit n ∈ N∗.

24. Appliquer à In le changement de variable x = et −1.

25. En déduire que In =
n∑

k=0

Ç
n

k

å
(−1)n−k

∫ ln(2)

0
etk dt.

26. En déduire une expression de In sous la forme d’une somme ne faisant pas intervenir d’intégrale.
27. Retrouver alors la valeur de I3.
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