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Corrigé du Devoir Surveillé 3
Fonctions usuelles, équations complexes,
calcul d’intégrales

Probléme I - Fonctions usuelles

Partie 1 : Simplification par la dérivée

On considere les fonctions suivantes :
sh(x)

t T .
¢ L 1+ ch(x)

sh(x) )

f : x — arctan (14_0}1(33)

1. Les fonctions sh et ch sont définies sur R. De plus,

Vz € R, 1+ch(z)>1+1>0.

Donc z %(hxl) est définie sur R comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur
ne s’annule pas :

D =R.
. On note que D est centré en 0. De plus, pour z € R, on a
sh (—x)
A ey
—sh
= 141}5:8") car sh est impaire et ch est paire
= — ().

Conclusion,

‘la fonction ¢ est impaire.

. Soit z € R. On a les égalités dans R suivantes :

x T

sh(z) R e’ —e "

T lt4ch(z) 14€Eet 2ierte

o(z)

En factorisant par le terme prépondérant qui est e, on obtient

1— e—2x

wz) = 1+2e @ e 22
Puisque e™® — 0et e ?® — 0, on conclut que
r——+00 T——+00

. La fonction ¢ est dérivable sur son domaine de définition comme quotient de fonctions qui le sont et
dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus,

sh’(z) (1 + ch(z)) — sh(z) (1 + ch(z))’
(1 + ch(z))?
ch(z) (14 ch(x)) — sh(z) sh(z)
(1 + ch(z))?
_ ch(z) 4 ch?(z) — sh?(z)
a (1 + ch(x))?

1/

Vz € R, o' (z) =
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Or on a ch?(x) —sh?(z) = 1. D’oty,

p(r) =

ch(z) +1

1

Conclusion,

(1+ch(x))?  L+ch(z)

¢'(x) =

1
1+ ch(z)’

5. Pour tout x € R, 1 + ch(xz) > 2 > 0 donc par la question précédente,

Vr € R,

#(@) =5 + ch(z)

1
>0

On en déduit que la fonction ¢ est strictement croissante sur R. De plus on a vu que 1ir_{1 o(r) = 1.
T—r+00

Donc par imparité de ¢, on en déduit également que lim,_,_ ¢(x) = —1. Conclusion, on obtient le

tableau de variation suivant :

6. On observe que f = arctan o . Or les fonctions ¢ et arctan sont dérivables sur R. Donc par composée,
la fonction f est dérivable sur R. De plus, pour tout z € R,

f'(x) = ¢'(x) arctan’ (p())

1

1

1+ch(z) 1+
1

©?(z)
1

1

sh?(x)

(I+ch(2))?
(1 + ch(z

par la question [£]

)’

1+ ch(x) (1 + ch(x))® + sh?(z)

1+

ch(x)

1+ 2ch(x) 4 ch?(z) + sh?(x)

1

+ ch(zx)

1+ 2ch(z) + ch?(z) + ch?(z) — 1

1 + ch(z)

) ch(x) + 2ch?(2)
1+ ch(z)

~ 2ch(z) (1 + ch(z))

1
~ 2ch(z)’

Conclusion, ‘ f est dérivable sur R‘ et

Vr € R,
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7. Posons pour tout z € R, h(x) = Jarctan (sh(z)). La fonction h est définie et méme dérivable sur R
en tant que composée de fonctions qui le sont. De plus pour tout z € R,

ch(z) 1 _ch(z) 1 1
2 14sh?(z) 2 ch%(@) 2ch(z)

h'(z) = %Sh/(fﬁ) arctan’ (sh(x)) =

Ainsi, on observe que

Vx € R, f'(z) = h'(x).

Par suite,
3C e R, Vz € R, f(z) =h(z)+C.

En particulier pour x = 0,

f(0)=h(0)+C & arctan (ﬁ%) = %arctan (sh(0)) +C
& 0=0+C

& C =

Conclusion, on obtient bien que

VreR,  f(x) = h(z) = %arctan (sh(z)).

Partie 2 : Simplification par la trigonométrie

On considere la fonction
R — R

r + arctan (ﬁ) .
8 Pour tout x € R, 1+ 22 >0et 14+ +v1+22 > 1> 0. De plus la fonction arctan est définie sur R.

Donc par composition et quotient de fonctions définies sur R et dont le dénominateur ne s’annule pas,
g est bien définie sur R.

g:

e L’ensemble R est bien centré en 0.

e Pour tout x € R, par imparité de la fonction arctan on a

g (—x) = arctan (1 i (—a:)2)

x
= arctan <—7>
14+ V1422
x
= —arctan ()
1+ V1422
= —g(z).

Conclusion,

’1& fonction g est impaire. ‘

9. Soit z € Ry. On a 1+ 22 > 2. Donc par la stricte croissance de la fonction racine carrée,

Vi+zz>vVvat=x car x = 0.

D’autre part, on a directement /1 + 22 < 1+ v/1 + 22. Conclusion,

Vo € Ry, r<V9I+az2 <141+ 22
3/20)
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10. Soit x € Ry. Puisque 0 <z <1+ V1 + 22 et que 1 + /1 + 22 > 0, on en déduit que

x
0 ————<« 1.
1+vV1+22

Par la stricte croissance de la fonction arctan sur R, on en déduit que

0 = arctan(0) < arctan < ) < arctan(l) = %

x
1+ V1 + 22

Conclusion,

Vo € Ry, 0<yg(z) <

11. Soit 2 € Ry. Par la question précédente, g(x) € [0; 5[ C R\{F + kn | k € Z }. Donc tan (g(z)) existe.

De méme,
2¢9(x) € [O;g[CR\{g—Flm)keZ}.

Conclusion,

‘pour tout € Ry, tan (g(z)) et tan (2g(x)) existent.‘

12. Soit x € Ry. Puisque tan (g(z)) et tan (2¢g(z)) existent, on a

2tan (g())
Or, g(z) = arctan (ﬁ) donc tan (g(z)) = ﬁ (c’est la composée inverse qui pose pro-
bleme). D’ou

T

2 141422

tan (2¢g(x)) = 5
- ()
2x(1+m)
- (1+m)2_x2
Qx(l—l—m)
1+2V1+a22 41+ 22— a2
2x(1+\/1+7>
2+2v1+ 22
x(l—}—m)

1++V1+ 22

=X

Conclusion, on obtient bien

‘V% € Ry, tan (2g(z)) = =. ‘

13. Soit = € Ry. Par la question précédente, tan (2g(x)) = x. Donc en composant par la fonction arctan,
on a

arctan (tan (2g(z))) = arctan(x).
Or 2¢g(x) € [0; g[ - ]—%; 5 [ Par conséquent,

arctan (tan (2g(x))) = 2¢g(x).

4/29
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Ainsi,
1
2¢g(z) = arctan(x) = g(x) = 5 arctan(x).

De plus pour tout z € R_, on a —z € R, et donc par ce que l'on vient de démontrer

1

g(—z) = 5 arctan (—z) .
Or les fonctions g et arctan sont impaires. Donc
1 1
—g(z) = —5 arctan(x) & g(x) = B arctan(x).

La relation reste donc vraie sur R_. Conclusion,

1
Vo € R, g(x) = 3 arctan(z).

14. Soit x € R. Posons u = sh(z). Par la question précédente, on a
1
g(u) = 3 arctan(u)
Autrement dit,

x)) = farctan (sh(x))

A + o x)2) farctan (sh(x))

<= arctan (

_ sh(z) 1 2 2
& arctan = —arctan (sh(z)) car ch“(z) —sh*(z) =1

1+ /ch?(x) 2

h(z)

& arctan T ch(x > = — arctan (sh(z)) car ch(z) > 0
1

& f(z) = 5 arctan (sh(x)) incroyable !

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question [7]:

B sh(x) > 1
Vz € R, f(z) = arctan (1+Ch(m) =3 arctan (sh(x)) .
Partie 3 : Une équation
On considere I’équation
(E) : (z) = arcsin (5)
: g 5) -

15. On sait que g est définie sur R. Donc pour x € R. On a

. X .
r € Dg = arcsin <§> existe

x

& -1< =<1
2

& —2< <2

Conclusion,

‘DE - [_27 2] ‘
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16. Soit x € Dg. On sait que pour tout u € R, sin (2u) = 2sin(u) cos(u). Donc
sin (Zarcsin (E)> = 2sin (arcsin (E))co ( i (x)) —2x ( i (SU))
5)) = 5 s arcsin (5 ] ) = 5 cos (arcsin (5 ) ).

cos(u) = 0. Dans ce cas,

cos (arcsin (g)) = cos(u) = /1 —sin?(u) = \/1 — sin? (arcsin (g)) =4/1— 512

Ainsi,
. . (T x?
Vx € Dg, sin (2 arcsin <—)) =x4/1— —.
2 4
17. Soit « € Dp. Posons u = arctan(z). Onau € |-3;5[. On a
sin?(u) = 1 — cos?(u)
Or puisque u € |—5; 5[, cos(u) # 0 et on a ﬁ(u) = tan’(u) = 1 + tan?(u). Donc
1 tan?(u)

.2
sin”(u) 1+tan?(u) 1+ tan?(u)

Siz >0, alors u € [0; 5[ et donc sin(u) > 0 et tan(u) > 0. Dans ce cas,

an?(u an(u
sin(u) = tan“(u) tan(u)

1 +tan?(u) V14 tan2(u)

Au contraire si € |—7;0]. Alors, sin(u) < 0 et tan(u) < 0. Dans ce cas,

an2u — tan(u an(u
n(u) — [P tan(w) tan(u)

1+tanZ(u) V/1+ tan?(u) - V14 tan?(u)

Donc dans tous les cas,

_ tan (arctan(z)) _ =z
\/1+tan? (arctan(z)) V1 + 2?2

sin (arctan(x))

Conclusion,

x

V1422

Va € Dg, sin (arctan(x)) =

18. Analyse. Soit x € Dp. Par la question [13on a g(z) = $ arctan(z). Donc

1
(E) < g(x) = arcsin (g) & 5 arctan(z) = arcsin (g) )
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On obtient donc les implications suivantes :

(E) = arctan(x) = 2arcsin (g)

= sin (arctan(x)) = sm 2 arcsin (g))
22
= 1—— par les deux questions précédentes
V14 :U2 4
72
= =0 OU —— 1——
V1 + 2 4
2
= z=0 OU -1
1+ 562 4

SL‘Q 2
= @=0o0Uul=(1-— (14 2%)

1132 .584
= =0 oU 1=1+2%-"—-=
x +x 1 1
322 x4
= =0 0oU 0= -2
v TR
= =0 0U 2=0 OU 0=3—2?

= xr = OUx:\/§OUac:—\/§.

Nous obtenons donc trois candidats potentiellement solutions.

Syntheése. Si x = 0, alors

1
(E) & 3 arctan(0) = arcsin (g) & 0 = arcsin(0) OK.

Siz=+/3,0na
1 (V3 lm 7w :
(E) & 3 arctan (\/i’;) = arcsin ( 2) & 33=3 impossible.
De méme si x = —+/3, on a
1 . V3 lr :
(E) & 3 arctan (—\/g) = arcsin (—2) & 533~ "3 impossible.

Conclusion, I'unique solution de (E) est donnée par

Probleme II - Equations complexes

Partie 1 : Une équation de degré 3

On considére I’équation suivante

(E) : 24 (1414) 22+ (2 —2i) 2+ 8 = 0.
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1. Déterminons les racines carrés de w = 8 + 6i. Soient (z,y) € R? et 2 = x + iy. On a les équivalences
suivantes :

2 =w & (z +iy)* = 8+ 6i

2?2 —y? =38
& 2xy =6 par unicité de la forme algébrique
6] = |8 + 6i] = /64 + 36 = 10
2 —y? =38
< Ty =3
22+ 2 =10
2=9 L+ bl
& y? =1 Lo + LQELI
Ty =3
r=3 r=-3
& ou car xy = 0
y=1 y=-1

& z=34+1% OU z=—-3—1.
Conclusion, ’ensemble des racines carrées de w sont

S ={(3+i-3—i}.|

2. Par un raisonnement d’analyse/synthese, pour y € R, montrons que

{—y3—y2+2y—|—8:0

= = 2.
2 +2y=0 Y

P~y +2y+8=0

) . Par la deuxieme ligne, on en déduit
-y +2y=0

Soit y € R. Analyse. Supposons que {
que

—2 42y =0 & y(2—y)=0 & y=0 OU y =2
Synthése. Si y = 0, alors

—y3 — 9% + 2y + 8 = 8 # Opas OK!
{—y2 + 2y = 00K !
Puisque —y — y? + 2y + 8 # 0, alors y = 0 n’est pas une solution. Si y = 2,
— — > +2y+8=-8—4+4+8=00K!
{—y2+2y =0 OK!

Donc y = 0 est une solution. Conclusion,

& y=2.

-y =y +2y+8=0
—y2 +2y =0

3. Déduisons-en I’ensemble des complexes z = iy, y € R, imaginaires purs, solutions de (F). Soit z € iR.
Alors il existe y € R tel que z = iy. Des lors, on a les équivalences suivantes

z est solution de (E) & B (14022 4+(2-2i)2+8 =0
(iy)® + (1 + 1) (i) + (2 — 24) iy + 8i = 0
—iy —(1+ )y + (20 +2)y+8i=0
i(—ys—y2+2y+8)+(—y2+2y) =0.

8/20
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Puisque y est réel on obtient par unicité de la forme algébrique

—y =y +2y+8=0

z est solution de (F) & )
—y“ 42y =20

Par la question précédente, on en déduit
z est solution de (F) & y=2 & z = 2i.

Conclusion, ’ensemble des solutions imaginaires pures est

Déterminons (a,b,c) € R? tel que X3 + (1+14) X? + (2 - 2i) X + 8i = (X — 2i) (aX? +bX +¢). On
a la division euclidienne suivante :

X3 +(1+9) X% +(2-2)X +8i|X— 2i
—(Xx3 —2iX?) X2 +(1+43i)X —4
(1+3i) X% +(2-2i)) X +8i
—((1+3i) X2 +(—2i +6) X)
—4X +8i
—(—4X +8i)
0

, on a

Conclusion, pour ‘a =1,b=1+3ietc=—4

X4 (144 X2+ (2-20) X +8i = (X —2i) (X?+(1+3i) X —4).

Déduisons des questions précédentes I’ensemble des solutions de (F) et placons les solutions dans le
plan complexe. Par la question [3.| 2¢ est une solution de I’équation (E) et donc 2i est une racine de
23 4+ (1 +1) 22 + (2 — 2i) z + 8i. On en déduit que z — 2i divise 23 + (1 +14) 22 + (2 — 2i) z + 8i et par
la question précédente, pour z € C,

(E) & (z=2i) (> +(1+3i)2—4) =0 & 2=2 OU 22+ (1+3i)z—4=0.
Posons A le discriminant de 22 + (1 +3i) 2 — 4. On a
A=(1+30)+16=1+6i—9+16 =8+ 6i.
Donc par la question [1.|§ = 3+ est une racine carrée de A. Dés lors, les racines de 2%+ (1 + 3i) z — 4
sont ) ) ; .
—1-3i+3+1 —1-3t—-3—1

21 = 2 =1-—1 et 29 = 5 = —-2—21.

Ainsi,
(E) & 2=2i OU z=1—4 OU z=—-2—2i.

Conclusion, ’ensemble des solutions de (E) est

]5”:{21';1—@';—2—2@'}.\

9/2q
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A
2i@
17 +
1 1 1 } >
-2 -1 1 2
1—1
—1i + [ )
-2 -2
() —2i +
Partie 2 : Un soupgon de géométrie
On pose A le point d’affixe 1 — i et B celui d’affixe —2 — 2.
6. Puisque B # O, on sait que
(O—B>, (Zi) = arg <ZA_ZO> [27] .
ZB — 20
Or
a—zo  1-i-0  1-i  1(1-i?  1-2-1 -2 i
zg—z0 —2-2i—0 —2(1+i) 2 1+1 4 42

En particulier,

[27].

ZA — 20 T
arg | ———= -
ZB — 20 2

(OB,04) zg [27] .

Conclusion,

On en déduit directement que

‘le triangle BOA est rectangle en O. ‘

7. On a les égalités suivantes :

OA=|za—zo| =1-i|=VI+1=V2
OB = |z2p — 20| = |-2—-2i| = V4 +4=2V2
BA=|zp—za|l=|-2-2i—(1-i)|=|-3—i =+v9+1=10.

10/20]
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Donc

OA =2, OB = 22, BA = V10.

On observe alors que
OA* 4+ 0B*=2+8=10= BA%

Donc par la réciproque du théoréeme de Pythagore, on retrouve bien que

‘le triangle BOA est rectangle en O. ‘

8. On pose A’ I'image de B par la rotation de centre O et d’angle 7. Deés lors,
=€ (z2p—20)+20=¢€2(=2—2i—0)+0=1i(—2—2i) =2—2i.

Puisque A’ # O, on a
AT — 20 2—2

ZA — 20 1—2
Donc
- 7 ZAT — 20
(OA, OA ) = arg <7> =0 [27].
ZA — 20
Conclusion,

‘les points O, A et A’ sont alignés.‘

Ainsi, en tournant B d’un angle de 7/2, il se retrouve aligné avec O et A i.e. son image se re-
—_—

trouve sur (OA) ou encore cela signifie que BOA = £7 et donc on retrouve une fois de plus que

le triangle OB A est rectangle en O ‘

Partie 3 : Des racines n-iémes (quand méme)

Soit n € N. On souhaite résoudre dans C 1’équation
(F) : (1+3V3) 2" + (=1 40v3) 22" — 22%" — (14+iv3) 2" + (1 —iV3) 2™ = -2,
9. Soit z € C. D’apres le cours, on a les équivalences suivantes :

I4z2+22 428420 425=0 & z€Us\ {1}
=3 ze{ei%TW’kE[[lﬁ]]}

. 27 _s2m T
& ze{eza;ezs;—l;e’:&;e%}.

Conclusion, I’ensemble des solutions de 1+ z + 22 + 23 + 24 4+ 2° = 0 est

iT o G2m 42 T
Y:{eZS;eZS;—l;e 3 e Z3}.

10. Directement, par la question précédente,

y_{1+z‘\/§.—1+z‘\/§‘ . 1+i\/§.1—z\/§}
- 2 2 7 92 9 '

11. Posons w = 1+§\/§’ — ¢'3. Par ce qui précéde, on a
o TLEVB o s i_ 1+iV3 5_1-iV3

2 wo= 2 W 2

11/20
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Soit z € C. On en déduit que
(Fo) &  (1+iv8)z+ (-1+iv3) 22— 22 — (1+0v3) 2" + (1 -iv3) 2" = -2
& Qwz4+2w? 22 +2uWd B+ 202t 420525 = 2
& l4+wz4w? 22+ B3 +wt2t 40525 =0.

Posons z; = w z. Alors,

(Fo) < Ltzi+zf+2+21+20=0
=4 Z1 eIU6\{1}
At Jk € [1;5], 2 =ei's
< 3k € [1;5], wz=e'T
& 3k € [1;5], r= L _ mif T UL

& Jk € [0;4], z=¢e"3 .

Conclusion, ’ensemble des solutions de (Fp) est

LF = 1;61%;61%7; —l;e_"%r
12. Soit z € C. Posons ¢ = z". Alors, on observe que
z est solution de (F) =3 ¢ est solution de (Fp).

Donc par la question précédente, on a
(E) & Jee[0,4], ¢ =

< 3k € [0;4], 2" = els
& Tk e [0;4], Ipe [0in—1],  z=eifn e,

Conclusion, I'ensemble des solutions de (E) est donné par

; (kt6p)m

yE:{e 3n

T

(k,p) € [0;4] x [[O;n—l]]} = {ei-‘%% ‘7‘6 [0;6n —1],7 #£5 [6]}

Probleme III - Calcul d’intégrales

Partie 1 : Des primitives

Pour tout n € Z, on pose
n xTL

t X
1+xegnx

fnixz— T2

1. Soit n € N. Justifions que g, posséde des primitives sur R. Pour tout € R, 1 + 22 # 0. Donc la
fonction g, : x — % est continue sur ’intervalle R. Des lors, on en déduit que

la fonction g, possede des primitives sur R.

2. Soit n € N. Ecrivons a 'aide d’une intégrale, G,, 'unique primitive de g, vérifiant G, (1) = 0. On a vu
a la question précédente que g, est continue sur R. Donc par le théoréme fondamental de ’analyse,

G, :

N /gn(t)dt,
1

est I'unique primitive de g, vérifiant G, (1) = 0.

12/20
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3. Déterminons les primitives de gg. Sin =0, on a

1

On reconnait la dérivée de la fonction arctan. Donc arctan est une primitive de gg. Conclusion,
I’ensemble des primitives de gg est donné par

R —- R
5”0_{ r +— arctan(z) + K ‘KER}'

4. Précisons Gy. Puisque G est UNE primitive de gg, alors Gy € .% et donc il existe K € R tel que
Ve € R, Go(x)=arctan(z)+ K.

Or par définition, Go(1) = 0. Donc

arctan(1) + K =0 PR %—i—K:O
T
& K=——.
4
Conclusion,
R —- R
Gy : -
r > arctan(z) — J.

5. Déterminons les primitives de g;. On a pour tout = € R,

T 1 2z

T1422 21+ a2

g1(z)

Posons pour tout z € R, u(z) = 1+ 22, alors v/(z) = 22. Donc g1 = u//u. Dés lors une primitive de
g1 est donnée par

xH%ln(‘l—l—xz‘) :%ln(l—i—aﬂ).

Conclusion, ’ensemble des primitives de g; est donné par :

R —- R
5”1_{ T = %ln(l—}—xQ)—}—K ‘KER}'

-1

T =
ﬁ. Des lors, pour tout z € |-1;0[, -1 <z <0et doncz <0et 1+ >0. Dot z(1+=x) <0.
Ainsi, la fonction f; est continue sur |—1;0[ comme inverse d’un polyndéme ne s’annulant pas sur

]—1;0[. Conclusion,

6. On suppose que n = —1. Justifions que f_; admet des primitives sur |—1;0[. On a f_i(x) =

’fl est continue sur |—1;0][. ‘

7. Déterminons les primitives de f_; sur |—1;0[. Procédons a une décomposition en éléments simples.
Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R? tel que

a b

Vo € |-10[, foi(z)= vz 2

. . 1
a = xli>n—11 (1+2x) foi(x) = xlinjl ~= —1.
r>—1 r>—1

13/20]
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De méme,
1
b=limzf_q(z)= lim =1.
z—0 =01+ x
<0 <0
Ainsi,
Vo e]-L0[, foile) =+ - —
re]-1;0[, f_oi(z)=—— .
’ ! A

Par suite, une primitive de f_; est donnée par

vz € ]-1;0], F—l(l’)Zln(|x’)—ln(|1—|—x|):ln(‘xD_ln(l_i_x):ln( || )

Conclusion, I’ensemble des primitives de f_; sur |—1;0[ est donnée par

o R —- R KR
1T e ln(%)JrK < ’

Partie 2 : Des intégrales

On suppose dans toute la suite que n € N et on considere pour tout n € N,

1 1 gn
I, = n(x)dr = d

8. Justifions que pour tout n € N, I,, existe. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], 1 + £ > 1 > 0 et comme
n > 0, alors = — f%c est continue sur [0;1] comme quotient de fonctions qui le sont et dont le

dénominateur ne s’annule pas. Conclusion,

‘Vn e N, [, existe. ‘

9. Calculons Iy. Pour n = 0, on a les égalités entre réels suivantes :

11
fo = /0 14+ dz
= [ln (|1 + =])]*5
=1In(2) — In(1).

Conclusion,

IO = 111(2)

10. Montrons que I;1 =1 —In(2). Pour n =1, on a

1z
I = dz.
! /Ol—i-xx

Or pour tout z € [0;1], on a
x 1+z—-1 1+ux 1 1

= = — =1- .
1+=x 1+=x 142 1+4+=x 1+=x

Des lors, on obtient que

1 1
I = 1-— d
! /0 14z .

=[z—1In(]1+ ~T|)]izé
=1—1In(2) — (0 - In(1))
=1—1In(2).
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11.

12.

13.

Conclusion, on obtient bien que

Ii=1-In(2) |

Montrons que pour tout n € N, I, + 1,41 = Soit n € N. Par définition,

n+1

1 xn 11: 1
I+ 1,y = d d
n ¥ Int /0 i A P

1 x" P
- /0 (1 s + 1t x) dzx par linéarité de 'intégrale

" 4 vt
_/ 1+:L“ dz

:/ de
0 14z

1
:/ z" dz
0
[$n+1:|x:1
- n+1 =0
1
n+1

Conclusion,

1
Y N, I,+1 = —.
n e, nt n+1 n+1

Déduisons-en s puis I3. Par la question précédente, pour n = 1,

1 1
L+1=—= & I =—-—-1.
1+ 12 5 2=5 1
Or par la question I =1 —In(2). Des lors,
L=t (1-m®)=2—1+mn(2) =) — -
=—-—(1—1In =_— n(2) =1In(2) — .
272 2 2
De méme,
1 1 1 1 5
L+tL=- & 1:7—1:7—<1 2—7>:7—1 2).
2+ I3 =3 3=g—L=5-(n@)-5)=¢-h()
Conclusion,
L=l -1  L=2_1©)
= In _ = = — — In
2 3’ 375

1
Montrons que pour tout n € N, [, = / 2gon+1(t) dt. Autrement dit, il nous faut montrer que pour
0

1 n 1 2t2n+1
/ T dr= | Tt
0o 1+ o 1+t

Posons x = t? ou encore t = \/z. Si x = 0, alors t = 0 et si x = 1, t = 1. De plus, t — t2 est €' sur
[0;1] et do = 2t d¢. Des lors, on obtient que

1 " 1 (t2)” 752n+1
I, = dx = 2tdt = 2 2
n /O 1+z €T /0 1+ 12 / / g?n-‘rl

1
YneN, I,= / 292n+1(t) dt.
0

tout n € N,

Conclusion,
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14.

15.

16.

17.

Retrouvons a l'aide de la question précédente la valeur de Iy. Pour n = 0 dans la question précédente,
on a

1 1
I = / 291 (1) dt = 2/ g1(8) dt.
0 0
Or par la question [5.|t — %ln (1 + t2) est une primitive de ¢g;. Donc

1 t=1
10:2[71n(1+t2)} =In(2) - 0.
2 t=0

Conclusion, on retrouve bien le méme résultat qu’a la question

I(] = 111(2)

1
A Taide d’une intégration par parties, exprimons pour tout n € N, / 2" In (1 + x) dz en fonction de
0

I41. Soit n € N*. Posons
u(z) = 2
V€ [0;1], nt
v(x)=In(1+z).

Les fonctions u et v sont € sur [0;1] et

Va € [0;1], {/

Des lors, par intégration par parties,

1 Lt r=1 1 pntl 1
/:L‘”ln(1+x)d33:[ ln(l—i—:n)} —/ dz
0 n—+1 =0 on+1ll+x
1 1 1$n+1
= In(2) —0— dz.
n+1 n(2) n+1Jo 1+=x v
Conclusion,
1 In(2) — I,
Vn € N, /x"ln(lJra:)d:p:n()nJrl.
0 n+1

1
Déduisons-en la valeur de K = / z?1n (1 4+ z)dz. Par la question précédente, pour n = 2,
0

111(2) — 13

1
K:/ 2?In (1 +z)dz =
0 3

Par la question [I2] on obtient

In(2) — (3 —In(2)) _ 4In(2) -5

K =
3 6
Conclusion,
= 41In(2) — 5‘
6
) ) ) 2 sin(26) )
A Taide du changement de variable x = sin (), calculons L = / ———~—d#. Posons z = sin (0)
0o 14sin(0)

i.e. 0 = arccos(z) car x =€ [0;1]. Siz = 0,0 = § et si z = 1, = 0. De plus la fonction 6 — sin ()
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est €1 sur [0;1] et dr = cos (#) df. Ainsi,

_ [z sin(20)
_/0 1+Sin(9)d0

:/g 2sin () cos (0) 40
0

1+ sin (0)
= / sin ( cos (0)do
1+ sin () sin (
= 2 d
0 1+x .
=21.
Conclusion, par la question
[L=2-2In(2) ]
Partie 3 : Etude de la suite d’intégrales
18. Montrons que pour tout n € N, I, > 0. Soit n € N. Pour tout = € [0;1], 2™ > 0 et 1 +x > 0 donc

— > 0. Ainsi, par croissance de I’ mtegrale car les bornes sont dans le bon sens,

/ /de—O
0 1—{—$

WnEN7]ﬁ>Q‘

1+

Conclusion,

1
19. Montrons que pour tout n € N, I,, < / 2" dz. Soit n € N. On observe que pour tout x € [0;1],
0

1+ 2 > 1. Donc H_—x < 1. Puis, comme z™ > 0, on a

xn

<z
1+

Par croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens, on conclut que

1
Vn € N, Ing/ " dx.
0

20. Déduisons-en que la suite (I,,), . converge et précisons sa limite. Soit n € N. Par la question précé-

dente,
Lt =1 1

1
Ing/ " dz =
0

Par la question on obtient

n+1l,_45 n+1

1

M N, 0<I,< .
nel, "4

Or lim 0= lim

= 0. Donc par le théoreme d’encadrement, on en déduit que
n—-+o0o n—+oon + 1

(In),en converge et TLEI-"I-IOO I, =0.

1 xn+1
Pour tout n € N, on pose J, = / ——dz.
0 (1+x)
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21. Montrons que pour tout n € N, I, = m + %_HJnH- Soit n € N. Posons

_ gntl
vz € [0;1], {u(l‘ -
’U(IIT = T+z-
Les fonctions u et v sont € sur [0;1] et
u'(x) = a™
Va € [0;1], by 0
v'(z) = T 1o

Des lors, par intégration par parties,
1
I, = / dz
o 1+x

l,n-i—l 1 z=1 lxn-i-l 1
} —/ — 5 dx
n+1l+xzl,o Jo n+1l (1+2x)

1 1 1 anrl
=—FF—-0+ / dx
2(n+1) n+1Jo (1+z)
1 1
= Jnt1-
St 1) w1t
Conclusion,
vneN, I,= ! + ! J,
n T o) Tl n+1-

22. Montrons que pour tout n € N, 0 < J,, < %_H Soit n € N. Pour tout z € [0;1], on observe que
1+2>1. Donc (1+z)* > 1 puis
0< ! s <1
(1+=z)
Puisque 2™ > 0, on en déduit que .
x

<— 5 <7
(1+x)

Donc par croissance de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

1 1 " 1
/ deé/ ﬁdxé/ " dz.
0 0 (1+x) 0

Ou encore .
n+17T=
ogjng[x } -
n+1l,_, n+1
Conclusion,
1
VneN, 0<J,< .
" "Sn+il

23. Déduisons-en que I, ~ % Soit n € N*. Par la question H
n—-+0o0o

n n 2n
n+1 n+1

I 1 1
I" =2nl, =2n <2( + Jn+1) = Int1-

5 n+1) n+1

1

. Donc par le théoréme d’encadrement
n+2 ’

Or par la question précédente, pour tout n € N, 0 < Jp41 <

lim J, =0.
n—-4o00 ntl

18/20]



.
e
e s Ko Mathématiques PTSI, DS3 Cor Mercredi 19 Novembre 2025

De plus,
. n ) 1
lim =

= lim =1.
n—+oon + 1 n—+oo 1 4

3=

Donc par produit et somme,
I
lim 7+ =1+2x1x0=1

— —_
n +002n

Conclusion,
1

n ~ =
n—+oo 2n

Partie 4 : Une expression de [, sous forme de somme

Soit n € N*.
! — x 4+ 1 ou encore

24. Appliquons & I,, le changement de variable x = e —1. Posons z = ef —1 i.e. e
t=In(1+2x).Siz=0,t=0etsi z=1,t=1In(2). De plus la fonction ¢ — e’ —1 est € sur [0;1] et

dz = €' dt.
Deés lors,
1 gn
I, = d
" /0 1+x o
In(2) (gt —1)"
:/ 7(6 ) el dt
0 1+et—-1
In(2) . n
:/ (e —1) dt.
0
Conclusion,

25. Déduisons-en que I,, =

(! —1)" = znj (k) () (1) k= zn: <Z> (—1)"F et |

k=0

n In(2)
(n) (—1)"Fk / et® dt. Par la formule du binéme de Newton, pour tout
0

t € [0;In(2)],

3

Donc par la question précédente,

Conclusion,

n n e In(2)
L= (k) (=1) k/o o dt.

k=0

26. Déduisons-en une expression de I, sous la forme d’une somme ne faisant pas intervenir d’intégrale

Soit k € N. Calculons foln(2) et*dt. Sik =0, on a

In(2) In(2)
/ etk dt = / 1dt = In(2).
0 0
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/IH(Z) eFdt = {etk} o e Sl 1.
0 k

Ainsi, par la question précédente,

Conclusion,

3 ko
L= (-1’2 + Y (2) (it

2-1 4-1 8-1
=—1In(2)+3 T -3 +

9 7
— _In(2 _2. 1
n(2)+3 2+3

18 =274 14
6

=—1In(2) +
=—In(2) + %

Conclusion, on retrouve bien (que c¢’est beau!) la valeur obtenue a la question

)
13 = 6 — 111(2)
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