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Calcul dans

Corrigé du Devoir Surveillé 4

R, équations différentielles,
matrices

Probléme I - Calcul dans R

1. Soit € R. On a les équivalences suivantes :

(I) est bien définie

x—2#0 .
& {x+4#0 & z e R\ {—-4;2}.

Soit € R\ {—4;2}. On a les équivalences suivantes :

2c+5 3zx—6

I : — <2
(1) T — 2 r+4
2 4) — -2 —
N 2z +5)(x+4) — (z ) (3x 6)<2
(x—2)(x+4)
222 4+ 8z + 5z + 20 — 322 + 62 + 62 — 12
& <2
(x —2) (x +4)
- —22 4+ 252+ 8 _
(xr—2)(z+4) '
On a le tableau de signe suivant :
T —00 —4 2 400
(r—2)(z+4) + - +
Premier cas, © € |—o00; —4[ U ]2; +00][. Alors,
(1) & —2? + 252 +8 < 2(x—2)(x +4)
& —22 4+ 252 + 8 < 222 + 4z — 16
& 0< 322 —21lz—24
& 0<a?—7z—8.
Soit A le discriminant associé : A = 49 + 32 = 81 = 92. Donc les racines associées sont % =—1et

7+9 _ [N
= =&. D’ou

(1)

& r<—1 OU z > 8&.

Donc dans ce cas, I’ensemble solution est donné par

Second cas, x € |—4;2[. Dans ce cas,

(1)

¢

t o3

A = |—00; —4[ U |8; +00].

—2? + 250+ 8> 2(x —2) (x +4)
—2% 4+ 252 + 8 > 22% 4+ 4z — 16
0> 322 — 21z — 24
0>a2%—7z—8.
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Les racines sont toujours —1 et 8. D’ou
(1) & xr €]|-1;8[.
Donc dans ce cas, 'ensemble solution est donné par
S =1-1;2].

Conclusion, ’ensemble solution est

S =AU S =]—o00; —4[U]-1;2[U]8; +oo] .|

Vérification : si x = —5, 2;”_35 — 32";':46 = :—? — __—211 = %—21 <1-21<2O0K!Sixz=0, 2;”_55 — ?’;”;46 =

—% _|_% = —1< 2 OK! Ou encore 2;f25 — 3;:? — 2—-3=—1<2 OK! Inversement, si v = —3,
T—r+00

2245 3x—6 -1 —15 1 . 2245 3x—6 11 3
I 9 = L - =P =2+ 15>2 0K/ Six=3, 2 -5 =1 _2>11-1=10>2 OK!

. Soit z € R. On a
(J): B-al+2w+3<|P-z-2[+2 & Poal+2+1l<|p-2-2

Soit A le discriminant de 22 —z — 2. Ona A = 1 +8 = 9 = 32, Donc les racines associées sont
13 — 1 et 1%3 = 2. On obtient alors le tableau suivant :

x —00 —1 2 3 +0o0

13 — z| 3—x 3—x 3—x 0 xr—3

‘xQ—x—Ql 2—rx—2 0 24zx—22 0 22—x—2 2 —r—2

Premier cas, x € |—o0; —1] U [2;3]. Alors,
(J) = 3—z4+2z+1<a?—z—2 & 0 < z?— 2z —6.

Soit A le discriminant associé : A = 4424 = 28 = 4 x 7. Donc les racines associées sont r = =5+ =
1—V7etro=14++v7.0na2<+v7<3.Donc —2<7r <—1let3<ry<A4q. Dans ce cas,

S :]—oo;rl[:}—oo;l—\ﬁ[.
Deuxiéme cas, € [—1;2]. Alors,
(J) & 3—zx+2r+1<242—2° & x* < —2 impossible.
Dans ce cas,
Sy = ).
Troisieme cas, x € [3; 4+o00[. Alors,
(J) & r—3+2z+1<2’—z—2
0<a?—do=uxa(x—4)
4 <0 OU z>4.

i3

D’ou, dans ce cas,
S5 = Jrq; +o0[ = ]4; +o0l.

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

yj:leyQUy3=]—OO;l—\ﬁ[u]él;—{—oo[,

Vérification : six = =2, [3—z|+20+3 <[22 —2—-2[+2 & [5| -1 <[44+2-2/+2 & 4<6
OK!Siz =0, 3—z|+20+3 <[22 —2—2|+2 & 3+3<2+2 ce qui est bien fauz, OK! Si
=5 3—a|+20+3<|a?—2-2/+2 & 2+13< (25— 7| +2 & 15< 20 OK!

2/ig
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Probléeme II - Equations différentielles d’ordre 2

On fixe dans ce probleme :
I=]-1;1].

L’objectif de ce probleme est de résoudre I’équation différentielle suivante d’inconnue y une fonction deux
fois dérivable sur I.

(E) Vo eI, (IL‘2 — 1) y"(z) + 3zy' (z) — Sy(z) = 2u.
Partie 1 : Cours

On considere les équations suivantes :

(E1) Vz € R, y"(x) + 3y () — 10y(z) = 10z
(E9) Va € R, y'(z) + 3y (z) — 10y(z) = e >
(E3) Vo € R, Y (z) + 3y (z) — 10y(z) = 10z + e %

1. L’équation (Ep) homogene associée aux (E;) est donnée par

(Eo) Vz € R, Y (x) + 3y (z) — 10y(x) = 0.

Soit (E.) I’équation caractéristique associé. On a
(E.) :r?+3r—10=0.
Soit A son discriminant. On a A = 9 4 40 = 49 = 72. Donc les racines de (E,) sont

—-3-7 347
9 =-95 et To = 2+ =

Conclusion, I’ensemble des solutions de (Ep) est donné par

R —- R
5’0_{ xr — Ae P 4B

2.

r =

R — R R — R
20 _
(A,B)eR }—Vect< v s 0BT g iy o2 )

2. Cherchons une solution polynomiale de degré 1. Soient (a, b) € R? et y; : . La fonction
y1 est deux fois dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et
VzeR,  yi(z)=a yi(z) = 0.
Par conséquent,

y1 est solution de (E)) & Ve € R, 0+ 3a— 10 (ax + b) = 10z
& Vo € R, —10ax + 3a — 10b = 10z.

On note alors qu’il suffit de prendre

—10a =10 a=-1
= 3a 3
R —- R
Donc y; v s g3 est une solution de (F1]). Donc par la question précédente, on conclut

10
que Pensemble des solutions de (E1)) est donné par

yi{R — R
" la e —z- 3+ Ae P 4Be™

3/18
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3. Puisque —5 est une solution de ’équation caractéristique (E.), on cherche une solution sous la forme

(F)

R — R

x— axe ™% Soit a € R et yo : _
xr — azxe

5, - La fonction ys est deux fois dérivable sur R et I’'on

a
Vz € R, vh(z) = a(l —5z)e ™ vy (x) =a(=5—5(1 —5z))e ™ =a(—10 + 25z) e 7.
Ainsi,

Vz € R, a (=104 25z) e " +3a (1 — 5z) e 7% —10aze % = ¢~ *
Vz € R, a(—10+ 25z) + 3a (1 — 5z) — 10az = 1 car e 9% £ ()

y2 est solution de (Fs)) &
-~
& Vz € R, (25a — 15a — 10a) x — 10a + 3a =1
=
R

—7a = 1.
, R — . . , .
Par conséquent 5 : o by _Z e est une solution de ((E5). Conclusion, ’ensemble des solutions
de (E2|) est donné par
/R - R 2}
yQ—{ T = _%e—5x+Ae—5m+BGQac ‘(A,B)GR :
R — R . R —- R .

4. Onavuquey; : A % est une solution de (E4)) et ys : roo -2 o—5e est une solution

de ([F2)) donc par le principe de superposition, on en déduit que y3 : : Rx 3 _z4-be est
B T
une solution de (F3)). Conclusion, I'ensemble des solutions de (Fs)) est donné par
R - R 2}
Sy = { T = —x— 13—0 — %6_59”+Ae_5“5+Be2iE (4, B) €R"y.
Partie 2 : Résolution de (|F))
Soit J = ]0; 7[. On considere I’équation
vVt e J, 2"(t) + 92(t) = —2cos(t) sin(t).
5. L’équation (Fp) associée a (F') est donnée par
(Fy) vt € J, 2" (t) +92(t) = 0.
Soit (E.) 'équation caractéristique associée. On a (E.) : 12 +9 =0 < 72 = —9 = (3i)%. Donc les
racines de (E.) sont complexes et données par
r = 31 et r9 = —31.
Donc o =Re(r1) =0 et f =Im (r1) = 3. Conclusion,
_JJ = R 2}
H = { t — Acos(3t)+ Bsin (3t) ‘ (4,B) R
ou encore
R —- R R — R
YH—Vect( t +— cos(3t)’ t + sin(3t) )

ViE
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6. Commengons par noter que pour tout ¢ € J, —2cos(t) sin(t) = —sin (2t) = Im (— e**). Considérons
alors I’équation suivante d’inconnue u une fonction deux fois dérivable sur J a valeurs dans C :

(GQ) Vit e J, u (t) + u(t) = — et

Puisque 2i n’est pas une solution de I’équation caractéristique (E.), on cherche une solution sous la
J = R

b golit Alors la fonction u est deux fois dérivable sur J et

forme a e®". Soit a € C et Up :

u solution de & Vi€ J, a(2i)? e +9a%t = — *

& Vi e J, a(2i)*+9a = —1 car e* £ 0
& —4a + 9a = —1
& a=—o
5
J —- R ) ) )
Donc u : P est une solution de . Par conséquent, la fonction

5

z=1Im(u) :

J — R _
to— Im(-%50) = -0

est une solution de . Conclusion,

J = R
= . A,B) € R?
7F { t +— Acos(3t)+ Bsin (3t) — % ' (4,B) € }

Partie 3 : Résolution de (£))

. I - R
7. Sott Fpoty = { T — ar+b

solutions de (E]). Soient (a,b) € R? et

(a,b) € Rz}. Déterminons toutes les fonctions de .70, qui sont

I — R

U v o azx+b’

La fonction y, est deux fois dérivable sur I et

yp est solution de = Vo eI, (562 — 1) yp(x) + 3zy,(x) — Syp(x) = 2
& Vo €1, (x2—1)><0+3a:a—8(aac+b):2x
& Ve el, —b5ax — 8b = 2x.

En particulier, si z = 0, alors —8b = 0 i.e. b = 0. Tandis que si x = 1, —5a — 8b = —b5a = 2. Donc

(SN

a = —%. Réciproquement si { , alors Vx € I, —bax — 8b = 2zx. Conclusion, il existe une

unique fonction de .4, solution de :

I - R
Yyp € Zpolys Yp solution de & N 7233
5

Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. On pose

J — R
t — sin(t)y (cos(t))

I



Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 13 Décembre 2025

8.

10.

Pour tout ¢ € J = ]0;7[, on a cos(t) € |—-1;1[ = I et y est bien définie sur I. Donc la fonction
t — y (cos(t)) est bien définie sur J. Donc

’z est bien définie sur J et méme z est deux fois dérivable sur J \

comme produit et composée de fonctions qui le sont sur leurs domaines de définition respectifs.
On a

vt € J, 2 (t) = cos(t)y (cos(t)) — sin(t) sin(t)y’ (cos(t)) = cos(t)y (cos(t)) — sin®(t)y (cos(t)) .
Puis, pour tout ¢ € J,

2"(t) = —sin(t)y (cos(t)) — sin(t) cos(t)y’ (cos(t)) — 2 cos(t) sin(t)y’ (cos(t)) + sin®(t)y” (cos(t))
= —sin(t)y (cos(t)) — 3sin(t) cos(t)y (cos(t)) + sin®(t)y” (cos(t)).

Conclusion,

vt e J, 2/ (t) = cos(t)y (cos(t)) — sin?(t)y’ (cos(t))

Z"(t) = —sin(t)y (cos(t)) — 3sin(t) cos(t)y’ (cos(t)) + sin®(t)y” (cos(t)).

Par la question précédente, on a

z solution de
vt € J, 2"(t) + 9z(t) = —2cos(t) sin(t)
Vt € J, —sin(t)y (cos(t)) — 3sin(t) cos(t)y’ (cos(t))
+ sin®(t)y” (cos(t)) + 9sin(t)y (cos(t)) = —2 cos(t) sin(t)
& vte J, sind(t)y” (cos(t)) — 3sin(t) cos(t)y’ (cos(t)) + 8sin(t)y (cos(t)) = —2 cos(t) sin(t).

Tt ¢

Pour tout t € J = |0;7[, on a sin(¢) # 0. Par conséquent,
z solution de (|F))
& Vt € J, sin?(t)y” (cos(t)) — 3cos(t)y’ (cos(t)) 4 8y (cos(t)) = —2 cos(t)
& vieJ, (1- cosz(t)) y" (cos(t)) — 3cos(t)y’ (cos(t)) + 8y (cos(t)) = —2cos(t)

Posons x = cos(t) i.e. t = arccos(z). Onat € J < x € I. Dés lors, on obtient,

z solution de
& vt € J, sin?(t)y" (cos(t)) — 3cos(t)y (cos(t)) 4 8y (cos(t)) = —2 cos(t)
& Veel, (1- {L‘2) y" () — 3ay (z) + 8y (x) = —2x
& y solution de .

Conclusion, on a bien démontré que

‘z solution de & y solution de . ‘

11. Par la question précédente, en gardant les mémes notations, on a

y € g = z € Y.

/18
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Donc par la question [6., on obtient

yes & IAB)ERLVied  x(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) - 2220

in (2t
< 3(A,B) e R?, Vt € J, sin(t)y (cos(t)) = Acos (3t) + Bsin (3t) — Smé )

~ 5Acos (3t) + 5B sin (3t) — sin (2t)
B 5sin(t) '

=u(t)

& 3(A,B) € R?, Yt e J, y (cos(t))

Or I’énoncé nous rappelait que pour tout ¢ € J,
cos(3t) = 4 cos>(t) — 3 cos(t) et sin (3t) = (4cos?(t) — 1) sin(t).
Ainsi, pour tout t € J,

5A (4cos(t) — 3cos(t)) 4+ 5B (4cos®(t) — 1) sin(t) — 2sin(t) cos(t)

u(t) = 5sin(t)

A4 cos(t) — 3cos(t)) 2
- (D) + B (4cos?(t) — 1) — s cos(t).

On note enfin que pour tout ¢ € J, sin?(t) = 1 — cos?(¢) et sin(t) > 0 donc sin(t) = ++/1 — cos2(t).
Finalement, par le changement de variable x = cos(t), on obtient que

43 — 3:13) 2
€. & 3(A,B) €R? Va1, x:A(iJrB 422 —1) — Zu.
Conclusion,
I —- R ( ) )
yE - 4;p3—3x A7 B 6 R .

T o> A(m) +B(4x2—1)—%$

12. Notamment si A = B = 0, on retrouve que la fonction 2. est une solution de ,
5

ce qui est cohérent avec le résultat de la question ‘

Probléme III - Matrices

p 1—p 0

Pour tout p € [0;1], on pose A= | 0 P 1 —p |. L’objectif est de calculer les puissances de A.
0 0 1

Partie 1 : Un cas particulier

1. Déterminons les valeurs de p € [0; 1] pour lesquels la matrice A est inversible. Puisque la matrice A est
triangulaire supérieure, on en déduit que A est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls i.e.

p#0
A inversible & p#0 & p # 0.
140
Conclusion,
A inversible = p € 10;1]. ‘

2. On suppose dans cette question que p = % et on pose As = 2A.

7/i8
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a) Calculons Ay, A2, A3 et A3, Puisque p=1/2, on a
2, A 2

p 1l-p 0 %%0
A=|0 p 1-p]={0 3 2
0 0 1 00 1
Ainsi,
11
Ay=24A=(0 1 1
0 0
Puis,
110\ /110 121
A3=10 1 1 01 1)=(01 3
0 2/ \0 2 0 4
Et,
11 0\ /1 1 1 3 4
A3 = 11 01 3)=(017
0 2/ \0 4 0 8
Enfin,
1 10\ /1 3 4 1 4 11
As=(0 1 1)(l0o 1 7)=(0 1 15
002/ \0 0 8 0 0 16
Conclusion,
110 121 1 3 4 1 4 11
Ay=(0 1 1), A3=(0 1 3], A3=(0 1 7], A3=(0 1 15
00 2 0 0 4 00 8 0 0 16

(b) Déduisons-en pour tout n € N, A3. On pourra observer que dans chaque matrice a; 3 = az3—a1 2.

Posons pour tout n € N,

1 n 2"-—n-1
Pn) «Ay=10 1 2" —1 ».
0 0 2"
Procédons par récurrence.
Initialisation. Sin =0, on a
1 n 2"—n-1 1 0 2°-1
01 2"-1 =0 1 20-1)=13=A4Y.
0 0 2m 00 20

Donc Z(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons #(n) vraie. Alors,

110\ /1 n 2—n—1
AS‘H =AA5=(0 1 1 0 1 2" —1 par hypothese de récurrence

0 0 2 0 0 2n
1 n+1 2" —n—-142"-1

=(0 1 2" — 1427
0 0 2n+1
1 n+1 27— (n+1)-1

=10 1 2ntl 1
0 0 2n+1
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Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N,

n 2"-n-1
1 2m — 1
0 2m

n
9 =

|
S O =

(¢) Déduisons-en pour tout n € N, A™. Puisque A = %Ag. Alors, pour tout n € N, A = Q%Ag‘ Donc

par la question précédente,

L[t 2r-n—1 g 1ol
A"=—10 1 2" —1 = 0 2% _ 2%
277,
0 0 2m 0 0 1
Conclusion,
1 n 1 _ ntl
2" 271 2"L
YneN, A"=[0 & 1-4
0 0 1

Partie 2 : Méthode 1, par décomposition

p 0 1-p
On suppose désormais et durant tout le reste du probleme que p € ]0;1[ et on définit B=| 0 p 1—p
00 1
1 01
et C=A—B.Enfinonpose P={[0 1 1
0 01
3. On a directement,
p 1-p 0 p 0 1-p 0 1-p —(1-p)
C=A-B=|0 P 1-p|]—-—10 p 1—p|]=10 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1-p —(1-p)
4. OnaC=1{0 0 0 . Donc
0 0 0
0 1-p —(1—-p) 0 1-p —(1-p) 0 00
c?=(0 0 0 0 0 0 =0 0 0] =03
0 0 0 0 0 0 0 00

Donc pour tout n € N, n > 2

C" = C?C" 2 =03 x C"2 =0;.

Conclusion,

C'=1I;, C'=CetVn>2 C"=0s.

5. On a les opérations élémentaires suivantes :

10 1 100
p=(o11]~[010)=5 21:?:?
001/ “\o o1 22T s
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Donc la matrice P est inversible et

1 00 1 0 -1 L Ly — Ls
13:()107()1_1 I Io—L
00 1 00 1 22
Conclusion, | P est inversible‘ et
1 0 —1
Pl=101 -1
0 0 1

6. On pose D = P71BP. On sait que pour tout (U, V) € .#3 (R), Tr (UV) = Tr (VU). Par conséquent,
en prenant U = P~ et V = BP,

Tr (D) = Tr (P~'BP) = Tr (BPP™') = Tr (BI;5) = Tr (B).

7. On a
D=P'BP
p 0 1—p 101
=P 10 p 1-p 01 1
00 1 0 01
p 0 1
=P 1[0 p 1
0 01
1 0 -1\ /p 0 1
=(o 1 -1][0 p 1
0 0 1 0 01
p 0 0
=10 p O
0 0 1
Conclusion,
p 0 0
D=(0 p 0
0 0 1

On vérifie alors que Tr (D) = p+p+1=2p+1et Tr(B) =p+p+1=2p+1, donc‘Tr (D) =Tr(B) ‘

8. Posons pour tout n € N,
P(n): « B* = PD"P~ !y,

Procédons par récurrence.

Initialisation. Sin = 0, on a par définition B® = Is et PDP~1 = PI3P~' = I3. Donc B® = PDYP~!
et Z(0) est vraie.

Nous allons avoir besoin dans la suite également de &?(1). Démontrons donc #(1). Si n = 1, on a,
par définition de B,

pD'P'=pppP'=pP(P'BP)P ' = (PP ')B(PP ') =13Bl3=B=B'=B.

Donc (1) est vraie.

10//18
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Hérédité. Soit n € N. Montrons que #(n) = £ (n+ 1). Supposons donc #(n) et montrons & (n+1).

On a
B""l' = B"B=pPD"P7'B par hypothese de récurrence
=pp"p~lppp! par Z(1) démontré a la question précédente
= PD"I;DP™!
= PD"DP™!
=PpPp "t pt

Donc Z(n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie.

On a donc bien démontré que

VneN, B"=PD"P L

9. Puisque D est diagonale, on a
0
Vn e N, D"=10 p* 0
0 0 1

Ainsi, pour tout n € N,

p* 0 0 1 0 -1
B=PDP'=P( 0 p* 0 01 —1
0 0 1 00 1
p* 0 —p
=P 0 p" —p
0 0 1
1 01 p" 0 —p"
=(0 1 1 0 p* —p"
001 0 0 1
=0 p* 1=p"
0 0 1
Conclusion,
p" L—p"
Vn € N, B"=| 0 p" 1-p"
0 0 1

11/18
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10. Ona C=A— Bie. A= B+ C. De plus,

p 0 1-p\ /0 1—-p —(1-p) 0 p(1-p) —p(l-p)
BC=[0 p 1—p 0 O 0 =10 0 0
0 0 1 0 O 0 0 0 0
0 1-p —(I=p)\ /p 0 1-p
CB=|0 0 0 0 p 1—p
0 0 0 0 0 1
0 p(l—p) (1-p)°—(1-p)
=10 0 0
0 0 0
0 p(l-p) A-p)(1-p-1)
=10 0 0
0 0 0
0 p(l—p) —p(l-p)
=10 0 0
0 0 0
Donc BC = CB i.e. les matrices B et C' commutent. Par la formule du binéme de Newton, on a pour
tout n = 2,
_ 0 pn n 1 pn—1 & n k n—k
—()CB +<1>CB +Z(k) c* B
k=2 =0car k > 2
= B" +nCB" ! + 03
pro0 1—p" 0 1-p —(1=p\ /"' 0 1-p!
=10 p*" 1—-p" |+n|{0 O 0 0 prt 1—pnt
0 0 1 0 O 0 0 0 1
pt0 1-p" 0 p"'(1-p) (1-p)(1-p"")-(1-p)
=10 p» 1—p" | +n|0 0 0
0 0 1 0 0 0
pt0 1-p" 0 p"t(1-p) (1-p)(1-—p"'-1)
=10 p* 1—-p" | +n|0 0 0
0 0 1 0 0 0
pt0 1-p" 0 p"t(l—p) —p" ' (1-p)
=10 p* 1—-p" |+n| 0 0 0
0 0 1 0 0 0
p* onp"t(1—p) 1—p"—np" ' 4np
=10 p" 1-p
0 0 1

Donc pour tout n > 2,

pronp"t (1=p) 14 (n—1)p" —np"!
A= 0 p" 1—p"
0 0 1
Vérifions si 'on peut étendre cette formule pour n =1et n =0. Pour n =1, on a :
ptonp" H(1=p) 14 (n—1)p" —np"! p (1-p) 1+40-1
0 p" 1-—p" =|0 p 1—-p = A.
0 0 1 0 0 1
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Sin=0,
p" np"t(1—p) 14+ (n—1)p" —np ! 1 01-1-0
0 p" 1—p" =10 1 1-1 = Is.
0 0 1 00 1

Donc la formule reste vraie si n = 0 ou n = 1. Conclusion,

pt np"t(1—p) 1+ (n—1)p" —np !
Vn e N, A= 0 D 1—p"
0 0 1

11. Vérifions la cohérence de notre résultat avec la question pour p=1/2et n=3.Sip=1/2et
n = 3, par la question précédente, on obtient,

1 o1l 1 1
§ 373 142534
AA=10 3 1-12
0 0 1
Donc
1 3 842-6 1 3 4
AS=(24P=843=(0 1 8-1 |=(017
0 0 8 0 0 8
Conclusion,
‘on retrouve bien le résultat de la question [2.a] ‘
12. Pour n = —1, on a
Pt (1=p) 1+ (n—1)p" —np"! ’ —11;2]” L= 245
0 p" 1-p =10 5 1—% car p # 0.
0 0 1 0 0 1
1 _1-p 2, 1
P 1172 1 p TP
Posons A’ = | 0 5 1—;7 Alors,
0 0 1
p 1—p O % —11;72]0 1—%%—1%
AA =0 p 1-p 0 3 1—2
0 0 1 0 0 1
_l-p , 1-p — 1 _ _1
1 p Ty P 2+p+(1 p)(l )
=10 1 p—14+1—p
0 0 1
10 p—2+i4+1-L_pyp1
=10 1 0
00 1
= I3.
Donc A est bien inversible (déja vu & la question [1.| car p # 0) et la formule reste encore vraie pour
n=-—1:
1 _1-p 2, 1
p 1p2 1 p T2
At=A=(0 1 1-1
P P
0 0 1




c
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Partie 3 : Par division euclidienne
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On se propose de calculer les puissances de B par une seconde méthode.

p 0 1-p
13. Calculons B2 — (1 +p) B. Puisque B= [ 0 p 1—p |, on a alors,
0 0 1
p 0 1—p p 0 1—p
B2=(0 p 1—p 0 p 1—p
0 0 1 00 1
P 0 pl-p)+1-p
=10 p pA-p)+1-p
0 0 1
P 0 (p+1)(1—p)
=10 p (+1)(1-p)
0 0 1
p2 0 1 p2
— 0 p2 1_p2
0 0
Ainsi,
P 0 1-p° p(1+p) 0 1-p
B*—(1+pB=|(0 p* 1-p* |- 0 p(l+p) 1—p?
0 0 1 0 0 1+p
—-p 0 0
= 0 —-p O
0O 0 —p
Conclusion,

B? - (1+p)B = —pls.

14. Soit n € N. Posons (ay, 8,) € R? et R,, = a, X + 3, le reste et @, le quotient de la division euclidienne
de X" par P = X2 — (1 +p) X + p. Calculons a,, et 3,. On a

X" = Qn(X)P(X) +Rn(X) = Qn(X)P(X) + o X + By

Déterminons les racines de P. On sait que la somme des racines fait 1 + p et le produit p. Donc 1 et
p sont les deux racines de P. Deés lors, en évaluant la relation précédente pour X =1 et X = p, on

obtient

an"‘ﬁn:l an+6n:1

{ o = {1_ S n—l_l L2<—L2—pL1

po + B =p (1=p)Bn=p"-p=p(p )

1-p" ) _ 1—ptp—p" _ 1—p"
= _ p<pn71_1> _ p(l_pnfl) car p # ]'
/Bn - 1-p - 1-p

Conclusion,

Qn = 11—_pp
V’I’L S N, /8 7p(1_pn71)
n T—p
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15. Retrouvons le résultat de la question [9.| On sait que X" = Qn(X)P(X) + a,X + 5. En prenant
X = B, on obtient,
B" = Qn(B)P(B) + anB + 5 1s.

Or par la question E P(B) = B? — (1 +p) B+ pl3 = O3. Donc
B" = a, B + Buls.

Donc par la question précédente,

p 0 1-p n1y /1 0 0
1—p" 1-

B”_lp 0 p 1—p —p(lp ) (o 1 o
P00 1 P 00 1
P*pn_‘l_i;erpn 0 1— pn

_ont1l_ m
= 0 % 1—p"
0 0 1—p"—p+p"
—p
L R
n n+1
— 0 p 1*171:' 1 _pn
1-p
0 0 -
p" L—p"
=10 p" 1-p"
0 0 1
On retrouve bien les résultat de la question
YvneN, B"=| 0 p* 1-p"
0 0 1

Partie 4 : Méthode 2, par étude de suites

On ne pourra pas utiliser les résultats précédents, mais on pourra souligner au correcteur les cohérences
trouvées.

16. On procede par récurrence. Pour tout n € N*, on pose

P an by
P(n): « I(an,bp,cn) €R3, A= 0 p" ¢, | ».
0 0 1
p l=-p 0
Initialisation. Sin =1,alors A= 0 p 1—p |.Doncenposanta; =1—p, by =0etcg =1—p
0 0 1
p' a1 b
on a bien l'existence de trois réels tels que A= [ 0 p' ¢; |. Donc Z(1) est vraie.
0 0 1

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons donc &(n) et montrons
P(n+1). On a A" = A x A™. Or hypothese de récurrence, il existe (an,bn,c,) € R3 tel que

pn an by
A= 0 p" ¢, |. Donc
0 0 1
p 1-p 0 P an by P pan 4+ (1—p)p" pby+ (1 —p)cn
At =10 p 1-p||[ 0 p" e |=| 0 prtt pen+1—p
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Ainsi, en posant

An+1 = pan + (1 - p) p"
bn+1 = an + (]— - p) Cn s
Cnt1 =pcn+1—p

on observe que

pn—l- ! An+1 bn+ 1
AL =0 Mt e
0 0 1

Donc &Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

" oan by
Vn € N*, 3 (an, b, cn) € R3, A= 0 p* ca
0O 0 1

De plus,

Gn+1 = Pan + (1 - p) p"
Vn € N*, b1 = pbp + (1 —p)cp

Cnt1 =pcn+1—p

17. Pour tout n € N*, on pose d,, = ¢,, — 1.

18.

(a) Soit n € N. On a directement,

dny1=cCpy1 —1l=pcu +1—p—1=pc, —p=p(cn — 1) = pd,.

Conclusion,
dn—i— 1= pdn .

(b) On observe donc que la suite (dy),cy- est une suite géométrique de raison p. PAr conséquent,

Vn e N*, d, =p" 'dy = p" ! (c1—1).

Or nous avons vu  la question [16.]que ¢; = 1 — p. Ainsi,

VneN* d,=p" t(1-p—-1)=—p"

Par suite,

VneN*, ¢y =dy+1=1-p" ]

Cela est cohérent avec la question [I0] Nous généraliserons cette méthode au chapitre sur les
suites : cpp1 = acy + B est une suite arithmético-géométrique. On cherche alors le point fize w
(ici 1) puis l’on observe que d,, = ¢, —w est géométrique.

an

(a) Pour tout n € N*, on pose a,, = o Pour tout n € N*  on a

I N (1—p)p"
On+1 = pn+1 - pn—|—1

par la question [16.

an+1—p

p" D

Conclusion,

La suite (a),cn+ est une suite arithmétique de raison
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(b) On déduit donc de la question précédente que

1-— 1-— 1-— 1-— 1-—
Vn € N*, an:a1+(n—1)7p:ﬂ+(n—1)7p:J+(n_1) p_,.—P
p p p p p p
Conclusion,
1 _
Vn € N*, an:p"oz”:p”nip:np”_1 (1-p).
p

Cela est cohérent avec la question [I6.]

On pouvail aussi montrer que pour tout n € N*, a,49 — 2pan,1 + p?a, = 0 et on observe alors
que la suite (a,), oy est ce que l'on appelle une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

1
1

19. Soient m € N, U = | .| € M1 (R) et & ={M € M (R) | MU =U }.

(c) Soit M = (m; ;)

1

(a) Si M = I, alors on a MU = I,,,U = U. Donc . A contrario, 0,,U = 0,,,1 # U. Donc

00 7 5]

(b) Soit (M, N) € £2,. Posons P = MN. On a

PU=(MN)U =M (NU)=M(U) car N € &,
=U car M € &,,.

Donc Pé&,,. Conclusion, F,, est stable par multiplication :

(M,N) € &% = MN € E,,.

1<ijem € m (R). Ona U = (ui1), ¢, avec pour tout j € [L;m], uin = 1.
Notons N = MU et N = (n;,1), < ses coefficients. Alors, par définition du produit,

<m
m m

Vi[1;m], nil = Mgkl = > Mik.
=1 =1

Conclusion,

m
Vi[1;m], N1 = Zmi,k‘
k=1

On suppose a nouveau que m = 3.

(a) On procede par récurrence, posons pour tout n € N, Z(n) : « A" € E3 ».

Initialisation. Si n = 0, alors A” = A° = I3 donc comme vu a la question I3 € &5. Donc
Z(0) est vraie.

Récurrence. Soit n € N. Montrons que & (n) = £ (n+ 1). Supposons donc & (n) i.e. A" € &s.
Montrons que A € &3 (cela revient en fait & montrer que (1) est aussi vraie). On a les calculs
suivants :

p 1—p 0 1 p+1—p 1
AU=(0 »p 1—p 1| = |p+1—p| =|1]| =U.
0 0 1 1 1 1

Donc A € &5. Or A™ € &;. Donc par la propriété on en déduit que A x A" = A"t ¢ &,
Donc Z(n+1).
Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

IVneN, A"eé’g.\

17/18;




Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 13 Décembre 2025
p"oan by
(b) Soit n € N*. Par la question |16, ona A" = 0 p" ¢, |.Donc par la question précédente,
0 0 1
1 " an, by 1 "+ an + by
1| =U=A"U=| 0 p" ¢, 1| = P+ cn
1 0 0 1 1 1

Ainsi, pour tout n € N*, 1 = p"+a,+b, = p"+c, en particulier pour tout n € N*, b, = 1—p"—a,,.
Or par la question m pour tout n € N*, a,, = np"~! (1 — p). Conclusion,

VneN* b,=1—p"—np" 1 (1-p).

Ce qui peut aussi s’écrire pour tout n € N*, b, =1 —p" —np” L+ np® =14+ (n — 1) p" —np™~!

et est donc cohérent avec la question
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