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Corrigé du DS 8 - Concours Blanc
Epreuve C - Analyse

Probleme I - Série (d’aprés Banque PT 2023)

Préambule

Dans ce qui suit, on désigne par z1, x2, T3 trois réels distincts, et par P une fonction polynomiale de degré
strictement plus petit que trois, qui ne s’annule pas en z1, x2 et 3. Comprendre : ni en x1, ni en 9, ni en
ZI3.

Soit @ la fonction polynomiale définie, pour tout réel x, par :

Qz) = (x —21) (x — x2) (x — x3) .
On pose, pour tout réel x de R\ {z1,z2, 23} :

P(z)
Q(z)

On admet qu'il existe trois réels aj, ag, as tels que, pour tout réel = de R\ {x1,z2,z3} :

g(x) =

al a9 as

g(x) = + + :
xr — I Xr — I9 T — I3

1. Montrons que a; = 5,((9;11)) et procédons de méme pour as et as.

On a, d’une part, pour tout z € R\ {1, z2, x3},

a
(2= 21) g(@) = o1+ (@ = 01) = (@ —21) =
Donc
len%1 (r —x1)g(x) = ay.
TH#T1
D’autre part,
P(z) P(z) P(x)

(2 —0) g(a) = (2 =) gy = (0 =) =

(x —21) (x —22) (x —23) (2 —22) (T —3)

Ainsi, par continuité de P (en tant que fonction polynomiale), on a

. . P(l‘l)
mlgrzl1 (.%' B :E1>g($) - (:Cl — 1‘2) (.%'1 - 173) '

Or la fonction ) est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et
Ve eR, Q'(z)=(z—22)(z—a3)+ (z—x1) (@ —x3) + (2 —21) (z — 22) .

Donc
Q' (1) = (x1 — w2) (21 — x3).

Puisque x; est distinct de 5 et x3, on a Q' (z1) # 0 et

P (z1) P (z1)

Q' (x1) (1 —x2) (1 — x3)
:
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Donc par ce qui précede,

: P (1)
1 — = )
.Z’lgﬁll ($ 171) g(x) (331 — .732) (1’1 — 333)
Conclusion,
P (x1)
a)p = .
(21 — 22) (11 — x3)
De méme,
. T _ B az _
xhl% (x —x9) g(x) = xlggg (x — x2) pra— +as + (x — x2) pr— as
et
lim (z —x2)g(z) = lim P(z) = P (z2) = P (x5)
25 29 aow (2 — 21) (@ — a3) (22— a1) (22 —a3) Q' (22)
Conclusion,
P
ag = ,(xz)
Q' (x2)
Enfin, de la méme fagon, on obtient
P(x
a5 = ,( 3)
Q' (z3)
2. On suppose désormais que, pour tout réel z :
P(z)=1
avec ’hypothese suivante :
1
T :0, €To :*1, 333:*5.
Déterminons les valeurs explicites de ai, a2 et ag.
Par la question précédente,
P(;Cl) 1 1 9
a = = = =
! Q' (x1)  (v1—x2)(z1—x3) 1x1/2
De méme,
= L =2 t = L =—4
I G VI ) R R CE VP A V) R
Conclusion,
‘al = a2 :2, az = —4‘
et donc 1 5 5 4
Ve e R\ {-1,-1/2,0}, =—+ - —-

z(z+1)(z+3) = z+1 z+4+3

Partie I

On consideére la fonction F' qui, a tout réel x de son domaine de définition Dg, associe :

B x(x+1)
F(z)=1In ((23: n 1)2> :
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3. Déterminons Dp.

Soit z € R. On a

1 1
Tz € Dp & n x(xf—i—l existe & x(:ri—’—l existe et est strictement positif.
2z +1) 2z +1)
Or, on a le tableau de signe suivant :
T —00 -1 —% 0 +00
T — - — 0 +
z+1 — 0 + + +
(22 + 1) + + 0 + +
z(x+1)
Conclusion,

| D =]—o00; —1[U]0; +00[ .|

4. Justifions que F' est dérivable sur Dp.

Les fonctions 2 — z (z + 1) et 2 — (22 + 1)? sont dérivables sur R en tant que fonctions polynomiale.

La fonction x — (2z + 1)2 ne s’annule qu’en —%. Donc la fonction h : x —

z(z+1)
(2z+1)?

est dérivable

sur R\ {—1/2}. La fonction In est dérivable sur R* et par la question précédente, Vo € Dp =

]—o00; —=1[ U ]0; +00[, h(z) > 0. Donc par composée,

F est dérivable sur Dp.

On désigne par f sa dérivée.

5. Calculons f.

Pour tout x € D, on a

( x(x+1)2),
_ \(2z+1)
f(l’) T z(z+l)

(2x41)?
L @2r+1)2r+1)’ —z(@+1)2x2x (20 +1) (20 +1)°
a (2 +1)* 8 z(x+1)
2+ 1) —da(z+1) L]
2 +1 z(x+1)
1 1

= X .
2r4+1  z(x+1)

Conclusion,

1
(x+1)(2z+1)

Vz € D, f(ﬂ?) = .

On s’intéresse, dans ce qui suit, a la série numérique ), oy f (n)z?"*! de parametre x € R.

3/16
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6. Déterminons la nature de Z f(n). Pour tout n € N*,
neN*

1 1
(n+1) (2n + 1) n—otoo 203

flm) =~

1

- 1 - .
5.5 > 0 et la série Z 53 converge en tant que série de Riemann
neN*

d’exposant o = 3 > 1. Conclusion, par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs,

De plus pour tout n € R*,

Z f(n) converge.

neN*

7. Montrons que pour tout x € ]0; 1], Z f(n)z®" ! converge. Soit 2 € ]0;1[. On a alors pour tout
neN*

2n+1
z Donc

n e N*, f(n)x2n+1 = m

vn e N*, 0< f(n)z> " < f(n).

Or par la question précédente, E f(n) converge. Donc par le théoréeme de comparaison des séries a

neN*
termes positifs,

vV €]0;1], Z f(n)z*" 1 converge.
neN*

8. Déduisons-en que pour tout x € [—1;0], Z f(n)xz® 1 converge. Soit z € [~1;0[. Alors,
neN*

‘f(n)x2n+1‘ — f(n) |$|2n+1 car f(n) < 0.

Puisque |z| € ]0; 1], par les deux questions précédentes (permettant d’inclure |z| = 1), Z f(n) |z|*+?
neN*
converge. Autrement dit, Z f(n)z*"*1 converge absolument. Or la convergence absolue implique la

neN*
convergence. Conclusion,

Vz € [-1;0], Z f(n)xz® 1 converge.
neN*

9. Montrons que pour tout réel z,

Z f(n)z*" 1 converge < z € [-1;1].
neN*

On sait par ce qui précede que pour tout x € [—1; 1], Z f(n)z?H

neN*

converge. Donc

€[-1;1] = Y f(n)a®*" converge.
neN*
Montrons la réciproque par la contraposée. Autrement dit que si x ¢ [—1;1] alors Z f(n)z?" 1

neN*
diverge. Soit x > 1, alors par croissance comparée,

x2n+1

li = = +o0.
nﬁlrfoo f(n)m nﬁlrfoo n (n + 1) (271 + 1) oo

4/
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Donc Z f (71)3:2"+1 diverge grossierement. De méme, si x < —1, puisque 2n + 1 est impair, alors
neN*

. 2n+1
ngr—ir-loof(n)x =%

et donc Z f(n)z?" ! diverge aussi grossiérement. Donc pour tout = ¢ [—1;1], Z f(n)z? 1 di-

HEN* TLGN*
verge. Conclusion,

Z f(n)z?" ! converge < z€[-1;1].
neN*

10. (a) Le développement limité & 'ordre p € N* en 0 de la fonction z +— In (1 — z) est donné par

Pour tout n € N, on note a,, le n-ieme coefficient de ce développement limité : ag = 0, Vn € N*,

_ 1
Ay = -

(b) Vérifions que pour tout = € |—1;1[, >, cn+ anz™ converge.
Soit z € |-1;1[, on a

n
|z|

Vn e N*, 0<|ap2"| = — < |z|".

Or la série Y, o |z|™ converge en tant que série géométrique dont la raison |x| vérifie |z| € |—1; 1[.

Donc par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs,

Z |anz"™| converge.
neN

Donc E anx” converge absolument. Conclusion,
neN

Ve e |-1;1], Z a,x" converge.
neN

On admet alors que pour tout x € |—1; 1],

n

“+o0o +oo T
In(l—2x)= Zanx”:—Z—.
n=0 n=1 n

11. (a) Soit p € N. On sait que pour tout n € N,

1
= l4+u+u®+-+u" +o(u").
1 —u u=0

Posons u = x2. Alors u — 0. Donc

z—0
1
—— = 1+ +a+- -+ 2?40 (2?).
1— 22 z—0
Conclusion,
1 14224zt 4+ aP +o(aP) si p est pair
1—222-0 |14+224+2*+---+ 2P +0(2P) sip est impair.

/19
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(b) Vérifions que pour tout € R\ {—1,1}, ﬁ peut s’exprimer comme une combinaison linéaire

1 1
de 15 et 35

Meéthode 1. On intuite et donne directement le résultat.
Méthode 2. Par le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R, tel que

1 1 a b
R\ {-1.,1 = = ’
Ve e R\ {-1,1}, 1_ 22 (1—2)(1+z) 1—:r+1+:v

On observe que

) 1 1
a=lim (1 —x) = lim =—
z—1 1— 22 z—=11+x 2
z#1 z#1
. 1
b_acl—l>n—11(1+$)l—x2 $£—11—$_§'
x#—1 z#£—1
Conclusion,
1 1/2 1/2
Vee R\ {-1,1}, = .
v \ } -2 1-z 1 +
(a) Déterminons le développement limité a Pordre p € N* en 0 de z + & In 12

Par la question précédente,

1 1/2 1/2
2y

Ve e R\ {-1,1}, —2 1-2z 112

Donc pour tout n € N*,

: N . 2 P b 1 2 3 pP..n n
mzjog(l—i-m—i-x + - +2Pto(x ))—i—i(l—x—i—x — 4+ (1P a" 4o (x ))

B {1+x2+x4+--~+x"+0($") si n est pair

>0 {1+ 22 +a* 4+ +2" 14+ 0(z") sin est impair.

Or, pour tout = € |—1;1[, par la question précédente, 17112 = % IIJ% Donc une primitive F
de x — ﬁ est donnée par

Par le théoréeme de primitivation du développement limité, on a

:r:+%3+%5—|—---+f1t11+0(1:”+1) si n + 1 est pair

pHE 42 2 Lo (2™ sin+ 1 est impair.

F(z) = F(O)+{

Conclusion,

1

lln(1+x> _ fr+H 4T+ T +o@?)  sipest pair
2 z—0 x+z—;+%5+---—|—%p+o(mp) si p est impair.

1—=x

Pour tout n € N, on note b, le n-ieme coefficient de ce développement limité : Vn € N, b, =
{0 si n est pair

si n est impair

3=
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(b) Vérifions que pour tout x € |—1;1], Z bpa™ converge

neN
Soit € |-1;1[. On a
VneN, 0<|ba" < z|"
Comme précédemment, Z x" converge en tant que série géométrique de raison |x| € |—1;1]
neN
Donc par le théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, Z |bpz™| converge donc la
neN

série E bpx™ converge absolument. Conclusion,

neN
Ve e]-1;1], Z bpx™ converge.
neN
On admet alors que pour tout x € |—1; 1],
1 1 +oo | 2n41
1 +x _ Z b 2" Z T .
1 —x —2n+1
400 x2n+1
13. Montrons pour tout = € |—1;1], Z =—zln (1 - m2)
n=1
Soit x € |-1;1[. On a
+00 - 2n41 +00 (xz)n
=x
n=1 n n=1 n
Puisque = € ]—1;1[, on a 22 € [0; 1] C ]—1;1[. Donc par la question la série converge bien et on
en conclut que
400 2n+1
Ve e]-1;1], Z =—zln(1-2?).
n=1 n
400 p2ntl

14. Soit x € |—1;1], exprimons Z T @)
n n

Par la question [2.| pour tout n € N* ¢ R\ {—-1,—-1/2,0},
1 2 2 4

=4+ — — .
nn+1)(n+1/2) n n+l n+3
ou encore,
1 1 1 4

R D@t n gl gl

Donc pour tout = € |—1;1[\ {0} et tout n € N*,
20+ p2nt1 . g2l gl e . 1 z2(4D)+1 ) p2n+
n+l 2n+1 n 2?2 n+l 2n+1

n(n+1)2n+1) T n

On a alors
2n+1
converge et

o par la question précédente, pour tout x € |—1;1], la série Z
n>1

+o00 x2n+1

_ 2
= xln(l m)

7/

n=1
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22(n+1)+1 p2n+1

o Par la question précédente, pour tout = € |—1; 1], la série Z _— = converge et
n+1 n
n=0 n>1
+0o0 2(n+1)+1 +00  2n+1 +00 2n+1
x x x
V1 = = —333:—;10111(1—1‘2)—903.
n=1 n+ n=2 n n=1 n
2n+1
e par la question [12.b|la série Z converge et
n>1
4‘2020 p2n+1 4‘2020 p2n+l 1 I <1 +$) N
= —_ x —_ — J—
— 2n + 1 — 2n + 1 2 1—=x
n=1 n=0
£2n+1

Par somme, pour tout x € |—1;1[\ {0}, la série Z converge et

n(n+1)2n+1)

n=1
—io xp2ntl 1(1 2) xln(l—x2)+x3 4<lln<1+x> x)
=—zIn(l—-2z%) — —4( = —
—n(n+1)(2n+1) z? 2 11—z
241 1
:_a:;- ln((l—x)(l—i—x))—x—21n<1tz)+4:1:
241 241
:3x+(2$ + )ln(lx)<$ s +2>1n(1+:v)
x x
2_2z+1 242z +1
:3x_wln(1_x)_wln(1+x)'
x x

Conclusion, pour tout x € |—1;1[, on a

2 2
zo:o pntl _ Sx—@ln(l—x)—@ln(ljtx) six#0
—nmn+1)2n+1) 0 siz=0.
400 2n+1
15. Calculons il_)ml (7; nln+1) @0 +1) ) . Par croissance comparée, on sait que (en posant h = 1 —z),

lim (z — 1)*In (1 — ) = lim A2In (k) = 0.
z—1 h—0
<l h>0

Donc par produit et somme et la question précédente, on en déduit que

+o00 x2n+1
I — 3 4In(2).
xﬂ(zn(nﬂ)(znﬂ)) n(2)
n=1

<l

16. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

w\»—n

m=3

k=1
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n
1
Mont tout n € N*
ontrons que pour tout n ,;;:0 ST

e
2k+1 P
p impair

:Zl_zl

1<p<ant1 P 1<p<ont1 P

1
=H(@2n+1) - §H(n) On observe que

p pair

1

k=1
11
=HEn+1)—=Y -
(2n+1) 2;;"3

—H(@n+1)— %H@).

Conclusion,
i 1 1
A4 N* =H (2 1) — =H(n).
n € N*, ’;)2164—1 (2n+1) 5 (n)
n 1
17. Montrons que pour tout n € N*, Z f(k)=3+4H(n) —4H 2n+1) + nil
n
k=1

Par la question 2], Vn € N*,

NE

n 1 | n 1 n 1
- S .y :
f(k) ;k(k+1)(2k+1) £k+;k+l kz::lzkﬂ

b
I
—

On reconnait H(n) dans la premiére somme, on effectue le glissement d’indice & = k 4 1 dans la
deuxieme et on utilise le résultat de la question précédente pour la troisieme somme :

n n+11 n 1
Zf(k:):H(n)+zk—4<22k+l—l>

k=1 k=2 k=0
H(n)+ = +T§1 1 4<H(2 +1) 1H() 1)
= n —_ —_ n [ n)—
n+1 k:lk 2
1
= H(n) + +1+H(n)—1—4H(2n+1)+2H(n)+4.
n
Conclusion,
- 1
vneN*, > f(k)=3+4H(n) —4H (2n+1) + .
= n+1

Probleme II - Equations différentielles et intégration

(d’aprés Banque PT 2024)

Partie I

916
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On consideére I’équation différentielle sur |0; 7| :

~ cos(z)

y'(z) +y(x) = ()

sin(z)

1. On introduit les fonctions f et fy qui, & tout réel = de |0; [, associe :

fo(z) =In (tan (g)) , et f(x) = sin(z) In (tan (g)) .

(a) Montrons que pour tout réel = de |0; 7],

1
~ 2sin (%) cos (%)

fo(x)

et déduisons-en une expression simplifiée de fj. Pour tout x € ]0; [, on a,

stan’ (3)

fo(z) = 72)

[a—

Vo € ]0;7[, folx) = 2sin (g)lcos (%) - sin(z)’

cos(z)

i
x)=—f(z .
F'@) = @) + o
La fonction sinus est deux fois dérivable sur R et donc sur |0;7[ et la fonction fy est deux fois
dérivable sur |0; [ donc par produit, f = sin fy est deux fois dérivable sur |0; 7|, de plus, par la
question pour tout = € ]0; 7|,

F'(w) = cos(a) fofa) + sin(e) % s = cos(a) fole) + 1
Puis,
(@) = = sinfa) fofe) + cosa) s = (o) + oo
Conclusion,
voelial, fa) = ~fla) + S

10//16]
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2. Résolvons I’équation homogene associée a (£) donnée par
Vo €07, y'(x) +y(z) = 0.

L’équation caractéristique associée est donnée par r2 +1 =0 < 72 = —1 dont les solutions sont i et
—i. Des lors, ’ensemble des solutions de 1’équation homogene est donnée par

o7 - R

7o = { x + Acos(z)+ Bsin(x) ‘ (4,B) € R2} '

3. Montrons que les solutions y de (€) sur |0; [ sont de la forme :

y=yo+f

ou yp est une solution de I’équation homogene associée a (&).

Par la question la fonction f est une solution de ’équation (£) donc d’apres le cours, I'ensemble
des solutions de (£) est donné par

Fe={f+ylvo€ T}

Ainsi, par la question précédente,

10; [ R

7e = { T : (x) + Acos(x) + Bsin(z) ’ (4,B) € RQ} '

4. Dans cette question, on souhaite retrouver de facon différente le résultat obtenu précédemment. Pour
cela, on cherche les solutions y de (£) sur |0; 7[ de la forme :

x — y(x) = z(x) sin(z)
ou z est une fonction deux fois dérivable sur ]0; 7.

(a) Montrons que si y est solution de (€) sur ]0;7[, alors 2’ est solution sur ]0; 7| d’une équation
différentielle de premier ordre, notée (£'). Supposons y solution de (&) sur |0; 7| :

Vo eloal, v'(x) +y(x) = 0

sin(z)
Puisque z est deux fois dérivable sur |0; [, on a y” = 2" sin 422’ cos —z sin. Ainsi,

cos(z)

vz €0, 2"(z)sin(z) + 22/ (z) cos(z) — 2(z) sin(z) + z(z) sin(z) = sin(z)
cos(z) cos(x)

& Vz € 10;w[, 2"(x)+ 27 () Sin(z) = 52 (2) car sin(z) # 0.

Conclusion, Z = 2’ est solution de 1’équation différentielle suivante :

Vo eloyn], Z'(z)+2Z(x) cos(x) _ cos(z)

sin(z)  sin?(z)

(€)-

(b) Déterminons les solutions de I’équation homogene associée a (£'), puis appliquons la méthode de
variation de la constante pour déterminer les solutions de (£’). Nous donnerons alors, pour tout
réel = de ]0; 7r[, 'expression de 2/(x) en fonction de z.

11/16
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()

L’équation homogene associée a (€’) est donnée par

La fonction z — 2

~—

Vo € 0;n[, Z'(x)+ QZ(m)C?S(x) =0 (&) -

sin(z

cos(x)

sin(z) St continue sur |0; 7| donc admet des primitives sur cet intervalle dont

I'une est donnée par 2 — 21In (|sin(z)|) = In (sin®(z)). Dés lors, I'ensemble des solutions de (£§)
est donné par

r — Ae
ou encore
10;7] — R
yg(l) = { T . 124 AcR ;.
sin?(z)
Soient Z une fonction dérivable sur |0;x[, Zy = % et A = Z% car Zy ne s’annule pas sur |0; 7[.

La fonction A est dérivable sur |0; [ en tant que quotient et 'on a

Z solution de (5’)

& vrelo, Z’<w>+2Z<$>Z?§8:siisé(<§)>

& Vrelgn, N(@)Zo(x)+ Mz)Zy(x) + 2 \(w) Zo(x) Zif((;f; - scizz((?)

=0 car ZoES ¢/
0

& Vz € 10;7[, N(x)= Z()((;C;SS(;ED)Q(?U) = cos(z) car Zp(x) = s11121(x) #0
& JAeR, Vz €]0;7m], Mx)=sin(z)+ A
sin(z) + A
& JA € R, Vz € ]0; 7], Z(x):si(nz)(:n)‘
Conclusion,
yg,:{]om[ - R 1 AGR}.
o sin?(x) + sin(z)

En particulier, il existe un réel A € R tel que

i.

ii.

A 1

Yz €]0; 7], Z'(x) = sin2($) + sin(x)’

La fonction £ est dérivable sur |0;7[ comme quotient de fonctions qui le sont et dont le

dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle (Vx € |0; 7], sin(x) > 0). De plus,

(cos )' —sin? — cos? —1

sin sin? sin?’

Conclusion, sur |0; 7],

(cos)’ -1

sin/  sin?’
Exprimons, pour tout réel = de |0;7[, z(x) en fonction de x. Par la question précédente, la
fonction 3 est une primitive de —Siilg sur ]0; 7| et par la question fo:z—1In (tan (%))
est une primitive de ﬁ sur Dy, donc sur ]0;7[. Donc par la question précédente, (quitte a
poser A = —A),

3(A,B) e R%, Yz €0;7[, z(x) = cos()

+ fo(z) + B.

sin(z)

12/16
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(d) Montrons que 'on retrouve bien 'expression des solutions de (£) sur |0; 7| obtenues plus haut.

Puisque y = zsin, par la question précédente, il existe (A, B) € R?,

Ve €]0;x], y(z)= Acos(z)+sin(x)fo(x) + Bsin(z) = f(z) + Acos(x) + Bsin(z).

Ce raisonnement d’analyse permet de retrouver le fait que si y est une solution de (£) alors y
s’écrit bien sous cette forme. Une synthese permet de montrer que ces fonctions sont aussi toutes
solutions. Conclusion, on retrouve bien I’ensemble des solutions précédemment établi :

10;7] — R
H

e = { x f(z) + Acos(z) + Bsin(z) ‘ (4.B) € R2} ‘

Partie 11

On introduit les fonctions G et H, définies respectivement sur les domaines Dg C R et Dy C R, par :

s 2

Ve e Dg: G(z)= /Z o 2@ df
0

VeeDy: H(x) :/ e dt.
0

x2
5. Explicitons, en le justifiant avec soin, Dg. Soit € R. Alors la fonction 6 — e «2(®) est continue
sur le segment [0; ﬂ comme quotient et composée de fonctions qui le sont car la fonction cos ne
s’annule pas sur cet intervalle. Donc G(z) existe. Ceci étant vrai pour tout x € R, on en conclut que

De =R.

6. (a) * Soit g : u+s e ", Montrons que g est 1-lipschitzienne. La fonction g est €' sur R et
Vu€eR, ¢(z)=—2u e
La fonction g est deux fois dérivable et 'on a de plus,
VueR, ¢"(u)=-2 e " taute ™ =2e (2u® —1).

Des lors, ¢"(u) >0 < 2u®>1 & u> % oU u < —\%. La fonction ¢’ est donc croissante
1

sur ]—oo; _ﬁ] et [%, —I—OO[ et décroissante sur [—%; %} De plus,

lim ¢'(u) = lim ¢'(u) =0 par croissance comparée
U—»—00 uU——+00

enfin ¢’ (%) = —2e 2 ¢t ¢ (—%) = /2e71/2. Ainsi, on obtient le tableau de variations

suivant :

S
|
8
S
S-
+
8

En particulier,
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Or2<ed0nc%<1donc
VueR, |¢(u)| <1

Soient (x,y) € R?, x # y. La fonction g est continue sur [z;y] (ou [y;x]) et dérivable sur ]z;y[
(ou Jy; z[). Donc par le théoreme des accroissements finis, il existe u € |x; y[ (ou Jy; x[) tel que

g(x) —gy) = g'(u) (z —y).

Donc
l9(x) — g(y)| < |g'(w)] |z —y| < |z —yl,

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

‘la fonction g est 1-lipschitzienne. ‘

(b) Déduisons-en la continuité de la fonction G. Soient (z,y) € R?, on a
G(x) — G(y) = / e cos? 9> do — / e 0052(9) dé

[l o () e

Par l'inégalité triangulaire (car les bornes sont dans le bon sens) et la question précédente, on

obtient,
g <CO:(9)> 9 (cosy(H) ) ‘ a0

cos (0)

]

G~ Gyl < |

0

</,
0
Or pour tout 8 € [0; ﬂ, ona Y2 < cos (0) < 1 ou encore 1 < COSI 7 < V2. Ainsi,

2

B

- ) dé.
cos (

6r) G < [ V2l —ylao ="y

Or quand y tend vers z, ”T‘/i |x — y| — 0. Donc par le théoréeme d’encadrement, Par suite,

lim |G(z) — G(y)| =0 & lim G(y) = G(x).

Yy—x Yy—x

Donc G est continue en x et ceci étant vrai pour x € R quelconque, on en conclut que

’G est continue sur R. \

7. Montrons que

e O) =
Soit £ > 0. On a vu que pour tout 6 € [0; ﬂ, 1< Cosl(e) < v/2. Donc
1< # <2 & 1> # > =2
= cos? () ~ocos?2(9) T 7
Comme 22 > 0,
—2? 2> > —222
cos? (0)
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Par croissance de la fonction exponentielle,

2

—x

2 2
e—r 2 ecosQ(G) 2 e—2:l‘ .

Par croissance de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

/Z e 46 >G(x) > /Z e27% 49
0 0

ou encore . -
_ 2 —9 2
1 e >2G(x) > 1 e 7
. g2 . _og2 P
Orlimy,4100e™ =limgy0e 22° = (. Donc par le théoréme d’encadrement,
lim G(z)=0.
T—-+00

On admet que G est dérivable sur Dg et que

2x __a?
o @@ df.

oy [T 2a
Va € Dg, G(:U)—/O cos2 (0)

8. (a) Explicitons Dy. Soit x € R. Puisque la fonction t + e™*

? est continue sur R, elle I’est notamment

sur le segment [0; z] (ou [z;0]). Donc H(z) = [y e~ dt existe. Ceci étant vrai pour tout z € R,

on en conclut que H est définie sur R :

(b) Montrons que la fonction H est de classe C! sur Dy. On explicitera la dérivée de H. Puisque la
fonction h : ¢ — et est continue sur R, par le théoreme fondamental de ’analyse, la fonction H
est 'unique primitive de h sur R s’annulant en 0. Donc H est dérivable et H' = h est continue

sur R. Conclusion,

2

H est €' sur R et pour tout z € R, H'(z) = e

9. A l'aide du changement de variable v = xtan (), montrons que, en tout réel x de son domaine de

dérivabilité, ,
G'(z) = —2e ™ H(z).

Soit & # 0. Posons pour tout 6 € [O ”], u = xtan (f) i.e. § = arctan (%) car x # 0. Quand 6 = 0,

vy
s

u = 0 et quand 0 =

df = —YZ_ du. D’autre part, on observe que

1+(2)’
1
cos? (6)

Donc par le théoréme de changement de variable et la dérivée de G admise,

:1+tan2(0):1+(%)2.

jus

1 2z e
G,($) :/0 _me cos?(0) 6

= /z —2 (m2 + u2) e_(x2+u2) 93 du
0o
X

2 4 u?
2 .2
:/ —2e e " du
0

2, u = z. De plus, la fonction u — arctan (%) est €' sur [0;2] (ou [z;0]) et
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10.

11.

Siz=0,o0na
G’(O):/4Od0:O ot —2e—$2/ e du = 0.
0 0

La formule reste donc vraie si = 0. Conclusion,

2

Ve € Dg =R, G'(z)=-2e¢" H(z).

Montrons que la fonction H? 4+ G est constante et précisons la valeur de cette constante. On a vu que
G et H sont dérivables sur R donc la fonction H? + G est dérivable sur R et

VreR, (H?+G) (z)=2H(z)H(z)+ G (x)
—2¢ % H(z) —2e* H(z) par la question [8.b] et la précédente
= 0.

Ainsi, il existe C' € R tel que pour tout xz € R, (H2 + G) (z) = C. En particulier,
2 s

0 2 s
C:(H2+G)(0):(/ e’ dt> +/ e*0d9=o+£
0 0

Conclusion,
m
Ve eR, (H?+G)(z)=-.
(1 +G) () =
A 2
Déduisons-en la valeur de l'intégrale de Gauss Alim e " dx, ainsi qu'une expression simplifiée
—+o00 Jo

A
de Alirf et dt, pour tout réel x > 0. Par la question précédente, pour tout = € R,
—+o00 Jo

xr
Hz)=/F-G@) o / e dt = /L — G(a).
4 0 4
Ou encore
A 2 ™
VA € R, / e dr =/ T - G(4).
0
Or par la question lim G(A) = 0. Donc par continuité de la fonction /- en T, on en conclut que
A—+o00
A
lim e~ dz existe et
A—+00 ./
A
lim e dy = ﬁ
A—+00 Jo 2
Soient > 0 et A > 0. Posons pour tout t € [0; A], s = /at i.e. t = % carx #0.Sit=0,s=0et
sit= A, s=./rA. De plus, la fonction s — == est €' sur [0;/zA] et dt = - ds. Par le théoréme

e vz

de changement de variable,

A VZA 1 VIA
/ e dt = / e —_ds= 1/ e ds.
0 0 N3 VT Jo

Puisque v/z # 0, /A — +00 quand A — +00. Donc par ce qui précede,
! e dt = L vm

lim —
A—+00 /o T

|

Conclusion,

A
lim e_‘rt2 dt = ﬁ
2z

A—+o00 Jo

Fin du corrigé
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