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Corrigé du Devoir Surveillé 9 - Concours
Blanc
Epreuve A - Algebre et Probabilités

Probleme I - Algebre linéaire (d’aprés Banque PT 2022)

Premiére Partie

51 3 1/vV6  1/vV/2 1/V3
On considére les matrices A= 1 2 1 |et P= | —2/V6 0 1/v/3 |. On note PT la transposée
5 13 V6 —1/V2 1/V3

de P.

1. Calculons PPT. On a directement

V6 1/v2 1/V3\ /1/v6 —2/v6 1/V6
PPT = -2/y/6 0 V3 )l 1/v2 0 —1/v/2
1/V6  —1/vV2 1/V3 1/V3 1/V3  1/V3

_ 2 1 1 2 1
- 1_61+§1 €2+ §1 _81+ 71
67273 “6t3 gtaT
= Is.
Conclusion,
pPPT = I;.

2. Justifions que P est inversible et précisons son inverse. Par la question précédente, PPT = I3. Donc
on en déduit que

P est inversible et P~ = PT,

3. Calculons D = P~ AP. Par la question précédente,

D =PTAP
g1 i 1/vV6  1/vV/2 1/V3
=rPT|l1 2 1 —2/v/6 0 1/v3
b1 3/ Ve vz V3

1/V/6 —2/v6 1/V6 1/V6  2/vV/2 4/V3
=|1/vV2 0 —1/V2 ) =2/vV6 0  4/V3
1/v3 1/vV3  1/V3 1/V6  —2/v2 4/V3

1 00
=10 2 0].
0 0 4

Conclusion,

o N O
- O O
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4. Puisque la question contient un « démontrer », faisons la récurrence. Posons pour tout n € N, & (n) :
« A" = PD"P~1 y.

Initialisation. Si n = 0, alors A° = I3 par convention et PDP~! = PI3P~! = I3. Donc Z(0) est
vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Démontrons &(n + 1). On a

AP = AA™ = APD" P! par hypothese de récurrence
= pPDp tpDp"p! par la question précédente
= PDD"P!
= pprtipTt,

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N,

A" = pDp"pP~L.
. Par récurrence, on montre que
1 0 0
Vn € N, D=0 2" 0
0 0 4»

Donc par la question précédente, pour tout n € N,

A" = pp"p!
= ppnpT car P est orthogonale
1/vV6  1/v2 1//3 1 0 0

= -2/v6 0 1/v/3])[0 20 0o |PT
1/v6 —1/v/2 1/v/3) \0 0 4"

1/V6  27/V2  47/\/3 1/V6 —2/v6 1//6
=1 —2/v6 0 4n/\/3 1/V2 0 —1/V2
1/V6  —27/\v/2 4"/\/3 1/V3 1/V3 13

Conclusion,

— n n__ _ n
% 4+ 9on 1 + % 4" -1 % 1 1 + %
Vn € N, A" — an_1 4n% o an—1

3 3
1 onZ1 , 40 471 1 nZ1 , 4n
5 2 + 3 G +2 + 3

. Soient A’, D' et P’ trois matrices de .2, (R) telles que D' est diagonale, P’ vérifie P’ (P)! = I, et
A'=PDP

Montrons que A’ est symétrique. Puisque D’ est diagonale, elle est notamment symétrique donc
(DY'' = D'. Par suite,
A T P/D/P/—l T P/—l T D' T p T P/—l TD/ p T
()" = ( ) = (P ) ) = () ()
Or P/ (P = I,,. Donc (P')~' = (P :
T _ _
(A =(P")y pP Tt =PDP T =4

Conclusion,

‘A’ est symétrique. ‘

2/i3
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Deuxiéme Partie

Dans cette partie, on confond une matrice a une ligne et une colonne avec son unique coefficient.
Pour toute matrice M on note M7 sa transposée.

On note E 'espace vectoriel des vecteurs colonnes a trois lignes : E = .#3, (R).

Les matrices A et D sont celles qui ont été définies dans la premiére partie.

x a
Pour tous vecteurs U = |y| et V = |b| de E, on note f(U) = AU et ¢ (U,V) = UTAV. On pose
z c
x/
également U’ = PTU = |/ |.
Z/

1. Montrons que f est un endomorphisme de E. Si U € E = 3 (R), puisque A € #53(R), par
produit, AU € .#31 (R) = E. Donc f est bien définie sur E et a valeurs dans E. De plus, pour tout
(\ ) €R?, (U, V) € E?,

fFAU+uV)=AAU +uV)
= \NAU + uAV par linéarité du produit matriciel & droite
=AfO)+puf (V).

Donc f est linéaire. Conclusion,

‘ f est un endomorphisme de E. ‘

2. (a) Soit U un vecteur de E. Démontrons que ¢; : V = ¢ (U, V) est lindaire. Soient (A1, \2) € R%
(V1,Va) € E2. On a
o1 (M Vit X V2) =0 (U, A Vi + A2 V2)
=UTAM VI + A2 Vh)
=M UTAV; + M UT AV, par linéarité du produit matriciel a droite
=X (V1) + A2 01 (V2)

Conclusion,

‘gol est linéaire. ‘

(b) Soit V un vecteur de E. Démontrons que ¢, : U — ¢ (U, V) est linéaire. Soient (A1, \2) € R2,
(U1,U3) € E%2. On a
o (M UL+ X2Us) = (M UL+ A2 Us, V)
= (M UL+ M Un)T AV
= ()\1 UL + MUY ) AV par linéarité de la transposée
=M ULAV + M UL AV, par linéarité du produit matriciel & gauche
= A @2 (U1) + A2 2 (U2) -

Conclusion,

‘@2 est linéaire. ‘

(c) Démontrer que pour tous vecteurs U et V de E, ¢ (V,U) = ¢ (U, V). Soit (U,V) € E?,

o (V,U)=VTAU.

3/i3
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Or, U € M3, (R) donc UT € 41 35(R) et comme A € #3(R) et V € 31 (R),ona UTA €
M1 3 (R) et donc VT AU € R. Par conséquent, VT AU = (VTAU)T. Ainsi,

e (V.U) = (v7au)" =uTaT (v7)" = uTav,

car A est symétrique. Conclusion,

V(U7V)€E27 QO(‘/,U):(,O(U,V)

(d) Soit U un vecteur de E. Exprimons ¢ (U, U) en fonction de D et U’ puis de 2/, ¥’ et 2. On a
¢ (U, U)=UTAU = (PU")" APU' = (U")" PTAPU = U DU
Puis,

/

1
e(UU)=[z" v ][0
0

o N O
- O O

F] = ()" +2(y)" +4(2)".

Conclusion,

p(UU)=U"DU" = () +2(y)* +4 ().

(e) Déduisons-en que pour tout vecteur U de E, ¢ (U,U) = 0 implique U = 0g. Soit U un vecteur
de E. Supposons que ¢ (U,U) = Or. Alors, par la question précédente,

(@)’ +2 () +4()° =0
Puisque les termes sont positifs,
(;U')2:2(y')2:4(z')220 = =9y =7 =0g.

Donc U’ = 0g et donc U = PU’ = 0. Donc U est le vecteur nul. Conclusion,

VU EB, @UU)=0= U=0g|

3. Soient A et p deux réels distincts et U et V deux vecteurs de E tels que f(U) = AU et f(V) = pV.
Montrons que ¢ (U, V) = 0. Par hypothese, AU = AU et AV = pV. Donc d’une part,

(U V)=UTAV =UT (uV) = pUuTv.
D’autre part, comme A est symétrique,
o(UV)=UTAV = (AU)T Vv = 20" v =AUTV.

Donc
A=p)UTV = 0p.

Or par hypothese, A # p donc UTV =0 et donc ¢ (U, V) = pUTV = Og. Conclusion,
e (U, V)=0.
Soit U un vecteur de E. On note
Fy={veE|vTV=0} Fy={VeE|pUV)=0}.

On note ¢ = (I, J, K) la base canonique de E.

ViE
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4.

d.

Soit U un vecteur de E tel qu’il existe A € R* tel que f(U) = AU. Soit V € E. Comme vu
précédemment, on observe que

o (U, V)=UTAV = (AD)TV = 2U)T vV =AUV
Des lors, on a les équivalences suivantes :

Ve Fy o Utv =0 & AUTV =0 CAR M\ #£0
& (U, V)=0
& V € F.

Par ces équivalences, on en déduit que

x
(a) Soit V un vecteur de E, V = |y|. On a

Par conséquent,
0
Ve Fy & z=0 & V=ly & V=yJ+zK.
z

Donc
Fr = Vect (J,K) .

La famille (J, K) engendre donc Fr et est libre en tant que sous famille de la base canonique.
Conclusion,

’ (J, K) est une base de F7. ‘

(b) Avec les notations de la question précédente,

1

AN I bz42
eL,Vy=[1 001 2 1) |yl=[31 4|y :%_
% 1 % z z
Ainsi,
VGF} - ox+2y+2=0 RN z=—br—2
& V=azl+y-(Gr+2y) K
=z (I -5K)+y(J—2K).
Et donc,

F; =Vect (I —5K,J —2K).

La famille (I — 5K, J — 2K) engendre F} et est libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Conclusion,

(I —5K,J —2K) est une base de FJ.

JE
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()

Par ce qui précede, avec les mémes notations,

:0 =
VeFNF; & v & v
or +2y+2=0 z=—2y

Conclusion,

(J — 2K) est une base de Fy N Fy.

Notamment, dim (F; N F}) = Card (J — 2K) = 1 # 2 = Card (J, K) = dim (F7). Donc Fr N F} #
F et nécessairement,

Fy# F).

Soient U et V' deux vecteurs de E. Supposons V € Fy;. Alors,
0=¢U,V)=UTAV =UTf (V).

Donc f (V) € Fy. Conclusion,

V € F, = f(V)e Fy.

Soient U et W deux vecteurs de E. Par ce qui précede, on a

FOOTW =AW =vTATW = vTAw car A est symétrique
=vTrw).

Conclusion,

V(V,W) e E%, FITw=vTrw).

7. Soit U un vecteur non nul de E tel que Fyy = Fy,.

(a)

Soit V' € f (Fy). Alors il existe W € Fyy tel que V = f(W). On a W € Fyy = F}; donc par la
question précédente, f (W) € Fyy. Donc V = f(W) € Fy. Ceci étant vrai pour tout V € f (Fy),
on en déduit que

f (FU) (- FU.

Soit By une base de Fyy (existe car Fyy sous-espace de E de dimension finie). Montrons que f
est injective. Soit V € E. On a

V € Ker (f) & f(V)=0g & AV = 0g.

1 0 0
Or A est inversible. En effet, D est inversible (et son inverse est D~ = 0 1/2 0 |) donc
0 0 1/4

par produit de matrices inversibles, A est inversible (et A~ = PD~'PT). Donc A~'AV = 0p
et donc V = 0g. La réciproque étant aussi vraie :

VeKer(f) &  V=0g

Donc Ker (f) = {Og} et donc f est injective. Puisque f est injective et Ay libre, f(By) est
libre. De plus, puisque By est génératrice de Fy, f(PBy) engendre f (Fyr). Conclusion,

‘f (Bu) est une base de f (Fy). ‘

JE
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(c) Par la question précédente,
dim (f (Fy)) = Card (f (%By)) = Card (By) = dim (Fy) .

Ainsi, puisque f (Fiy) C Fy et que dim (f (Fy)) = dim (Fy7), on conclut que
f(Fu) = Fy.

(d) Montrons que pour tout vecteur V de Fyr, f(U)TV = 0. Soit V € Fy. Par la question précédente,
f(V) S f (FU) = Fy. Donc
Uurf(v)=o.

Alors, par la question
0=rW)" v

Conclusion,

VYWeFy, fU)v=o.

Probléme II - Probabilités

On consideére (€2, P) un espace probabilisé fini sur lequel toutes les variables aléatoires de ce probléme seront
définies. Soit n € N*. On posséde deux urnes : 'urne A et I'urne B ainsi que 2n boules : n rouges et n
vertes. On remplit les deux urnes de la facon suivante. On lance une piece équilibrée a n reprises et on
suppose les lancers indépendants. On note N le nombre de piles obtenus. On remplit alors 'urne A de N
vertes et de n — N rouges. Toutes les n boules restantes vont dans 1'urne B.

Une fois les urnes remplies, on procede de la facon suivante. A chaque étape, on pioche une boule dans
chaque urne et on les échange. Ainsi chaque urne possede toujours a chaque étape n boules. On pose Xg = N
et on note pour tout k& € N*, X} le nombre de boules vertes présentes dans 'urne A a l'issue du/juste apres
le tirage k.

Partie 1 : Lois initiales

On note Y la variable aléatoire valant 1 si ’on a pioché une boule verte au premier tirage dans I'urne A et
0 sinon. Soit p € [0; n].

1. On lance n fois une méme piece et les lancers sont indépendants. Donc N totalise le nombre de succes
lors de la réalisation de n expériences identiques et indépendantes de Bernoulli de parameétre 1/2 (la
piece est équilibrée). Conclusion,

‘N suit une loi binomiale de parameétre n et 1/2 : N ~ % (n,1/2). ‘

En particulier,

ny1l 1 n
P(N:1)2<1)212”—1:2”

2. Soit k € N. Si (X} = p) est réalisé cela signifie que 'urne A contient p boules vertes. Or au total, 'urne
A contient toujours n boules. Nécessairement, il a donc n — p boules rouges dans 'urne A. Puisque
p boules vertes sont dans I'urne A, les n — p boules vertes restantes sont dans I'urne B. De méme
puisque n — p boules rouges sont dans A, I'urne B contient les p boules rouges restantes. Conclusion,
si (X = p), a 'étape k,

I'urne A contient p boules vertes, n — p boules rouges
I'urne B, n — p boules vertes et p boules rouges.

/i3



.
o
e e e Mathématiques PTSI, DS8-CCB Cor Mardi 28 avril 2026

3. Oncherche P(Y =1| N =p). Si N = p est réalisé, cela signifie que I'urne A est composée de p boules
vertes et de n — p boules rouges. On tire une boule de facon uniforme parmi ces n boules, on obtient

p
P(Y=1|N=p)="1.

4. On sait que (N = p)pe[[o;n]] forme un systeme complet d’évenements. Donc par la formule des proba-

bilités totales,
n

P(Y=1)=) P(Y=1|N=p)P(N=p).
p=0
Par la question [L| N ~ 2 (n, %) Donc P(N =p) = (2)%27}_1, = (2)2% De plus, par la question
précédente, P(Y =1 | N =p) = £. Ainsi,

P(Yzl):i:fL(Z);n.
p=0

Conclusion, on obtient bien que

1

]P’(Y:l):2n2<n)i.

p=0 \P

5. Puisque Y (©2) = {0;1}, nécessairement, Y suit une loi de Bernoulli. Déterminons son parametre :
P (Y =1). Par la question précédente,

- (o)

g
—~
b<
I
—_
N—
I
[\
z"—‘
bl
s 1M
o

_ L n_p
2”p:0p!(n—p)!n
1 & n! Py
_2’“‘102;11)!(n—10)‘nJr
1 zn: (n—1)!
= (p—D!(n—p)!
(n—1)!

p-Dn-1-(p-1)

ki
L

|
2|~
bl
I M:

I
[~
NG
~—
=83
|
.
~

T
o
VRS
3
< |
—
S~

3
|

en posant g =p —1

car on reconnait la formule de Newton

Il
N — DN [\
SR 2]
—~
—_
+
—
~—
7
—

Conclusion,
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Ce résultat est cohérent, puisque la piece est équilibrée, le remplissage de 'urne ne favorise pas plus

les vertes que les rouges. On a donc autant de chance d’obtenir au premier tirage une verte qu’une
rouge. Cela ne veut pas dire que l'urne posséde toujours autant de vertes que de rouges ni méme que
cela arrive souvent. Mais elle a autant de chances par exemple de n’avoir que des vertes que de n’avoir
que des rouges ou de n’avoir qu’une seule verte qu’une seule rouge etc.

6. On suppose dans cette question uniquement que n est pair. On sait que :
(Y =1) et (N = p) sont indépendants & P(Y=1|N=p) =P =1).
Donc par les questions précédentes,
(Y =1) et (N = p) sont indépendants &

Conclusion,

(Y =1) et (N = p) sont indépendants & p= g

Comme cela ne fonctionne pas pour TOUT p € [0;n], nécessairement on dira que les variables
aléatoires N et Y ne sont pas indépendantes.

7. On cherche P(N =n | Y = 1) sachant que cette probabilité existe car (Y = 1) n’est pas négligeable
(de probabilité 1/2 # 0). Par la formule de Bayes car P (Y = 1) # 0,

IP’(N:n|Y:1):]P(Y:1|N:n)P<N:n)

P(Y =1)
Par la questionP(Y =1|N=n) =12 = 1. De plus, par la questionIP’(Y =1) = % et par la
question]P’(N:n): ") ok = 5. Ainsi,
1 X 5 1
PN =n|Y=1)= 2P = o

Conclusion,

P(N=n|Y=1)= .

C’est vrai que s’il on a pioché une verte, cela va favoriser les remplissages avec plus de vertes mais
K

de la a favoriser la disposition qu’avec des vertes, c’est n’est pas évident. Cette probabilité reste faible

du fait que n’avoir que des vertes est un évenement rare en absolu. Il est finalement plus courant

d’obtenir une verte avec une urne contenant quelques rouges que d’avoir une verte issue d’une urne

qu’avec des boules vertes.

Partie 2 : Lecas n=2

On suppose dans cette partie que n = 2.
On pose pour tout k € N, ap, =P (X =0), by =P (X =1) et ¢, =P (Xy = 2).

8. Soit k € N. Puisqu’il n’y a que deux boules vertes et deux boules rouges, on note que Xy, (2) = [0;2].
Donc (Xj = i>i€[[0;2]] forme un systeme complet. Notamment,

P(Xp=0)+P(Xp=1)+P(Xx=2)=1 = ag + by + ¢ = 1.

Conclusion,

\VEEN,  ap+be+o=1

YE
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9.

10.

Par hypotheése Xg = N. Donc par la question |1.| Xg ~ £ (2, %) Ainsi,

2\ 1 1 ) N1 2 1 2\1 1
apg = —_— = — = — = - = — co = — = —,
= \o/)2z @ 0 1/22 4 2 0= \2)22 " 4

On contréle bien que ag + by + cg = 1. Conclusion,

1
a():C():Zetbo:i.

Soit k € N. Si X = 0, 'urne A possede donc deux boules rouges et donc I'urne B possede deux boules
vertes. Nécessairement, on échangera une boule rouge de A contre une boule verte de B. On obtient
donc Xj41 = 1. Ainsi,

. . 0sije{0;2}
vj € [0;2], P(Xk+1=J\Xk=0)={ o
1sijg=1
Si X = 2, 'urne A contient deux boules vertes et donc I'urne B posséde deux boules rouges, de méme
on va nécessairement échanger une rouge contre une verte. Ainsi,

, , 0sije{0;2
viel2]  P(Xen=j|Xo=2)=1 270
1sij=1
Si X = 1, 'urne A et 'urne B possedent chacune une boule rouge et une boule verte. On a alors
quatre cas équiprobable :

On échange les deux vertes,
b

)

) On échange les deux rouges,

(c) on échange la verte de A contre la rouge de B,
)

(a
(

(d) on échange la rouge de A contre la verte de B.

Dans chaque cas, il faut piocher une boule dans A : probabilité 1/2 et piocher une boule dans B : pro-

babilité 1/2. Les deux tirages sont indépendants, on obtient donc pour chaque échange une probabilité

% X % = %. Voyons maintenant le résultat de chaque cas,

Xr11 = 1, troquer une verte contre une autre verte ne change pas la composition de A,
X

k+1 = 1, méme raisonnement pour les rouges,

Chaque cas arrivant avec une probabilité i, on en déduit que

1

tandis que
1 1

1 L1
44 2
Conclusion, on résume les valeurs de P ( Xy = j | Xx = i) dans le tableau suivant

P(Xp1=1]Xe=1)=

i\ [ 0] 17?2
0 0] 10
1 1] 5 |1
2 0] z1]o0

10/13]
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11. Soit k € N. On sait que (X = i>z’€[[0;2]] forme un systéme complet d’événements. Donc par la formule

des probabilités totales :

2

a1 =P (Xpp1 =0) =D P(Xpp1 =0 Xp =) P(X), =1).
=0

Par la question précédente,

1 a
ar =0+ xP(Xk:1)+0:Z’“.
De méme,
2
b1 =P (Xpp1 =1) =D P(Xpp1 =1| X =i)P(X), = 1)
=0
1 b
= 1xP(Xp=0)+ 5 xP(Xp = 1) + 1 x P(X = 2) :ak+5’“+ck.
Enfin,
b
Ck_|_1 :O+Zk+0
Conclusion,
ak“:%
VEEN, Q bpyr =ap+ %+
_ by
Ck+1 = 7

12. Méthode 1.

(a) Soit k € N. Par la question précédente,

br1
bpt2 = ag1 + T+ + Cpt1-

De plus, ag+1 = cx+1 = %’“. Donc

by — k& 4 Zk+1 Tk
k+2 + 9 1 2
Conclusion,
b b
VEEN,  byyo = ’f“T”
(b) Par la question précédente, (by),cy est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation carac-
téristique
5 1 1
L _Z_0
R R

dont le discriminant est A = % + 2 = %. Donc les racines associées sont 71

I
>

1 k
I\ p) € R2VE €N, bk:/\l’“+u<—§>

Or,onavuqueboz%etparlaquestionb12a0+b7°+00:i+%+%:
Ap=1 A =5

{)\_N:?) = _3H:l LQ(—LQ—Ll
2~ 1 2~ 1

W)

o~
+
holw

2

=1 et
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Ainsi,
2 (=1/2)"
Vk € N, by =- — —~—~
"3 6
Puis,
beer 1 (—1/2"1 1 (—1/2)"
kj * g = — - _—— = - - 7
VREN, m=a=Tr =g 24 6 12
k= RIS C ) S WS DU R : -
Si k =0, on observe que 5+ 5"~ = 5+ 153 = 1 = ao = ¢o et la formule reste vraie. Conclusion,
2 (=1/2) 1 (=1/2)"
A 6 T HTATET T

13. Méthode 2.

(a) Soit k € N. On rappelle que bgy1 = ap + %k + ¢. Or puisque (Xj = i>i€[[0;2]] forme un systeme
complet, on sait que ap + by +cx = 11ie. ar +c =1 —bi. D’ou

b, b,
b =1-0 —=1-—=.
k+1 kTt 9 5
Conclusion,
b
Vk € N, ka:l—Ek.
(b) On reconnait cette fois une suite arithmético-géométrique. Soit w € R, on a
w 3w 2
< 2 2 Y73

Fixons w = % et pour tout k € N, d, = by — w. On observe alors que

bi 2 1 br 1 < 2)
= — =1- = - — = - — =2 = —— — = —
Vk € N, diy1 = bgy1 —w 5 373 5 5 by 3

e
=,

Donc la suite (dy),cy est une suite géométrique de raison —%. Ainsi,

1\* 1\* 2
Wk €N, dk:<_§> dO:(_§> <b0_§).

Or on a vu que by = % Donc

2 2 1\* 2\ 2 N2y 20 (—1/2)F
wen mea 33 () D ()
© k=dtz =3t 7)) \73) 737 73/ \273) 737 %
On retrouve bien la valeur de bg. Puis de méme que précédemment, on retrouve les valeurs de

ay. et ¢. Conclusion, on obtient & nouveau que
(-1/2)* 112t

t = = —
5 et ap = ci 6+ 19

2
VEEN, b= -

2
14. Puisque —1 < —3 < 1, on obtient (by), .y converge et klim by = 3 + 0. De méme pour (ax),cy et
—+00

(k) pen

2 1
li b = = t li = 1i b, = —.
k—1>I-iI-100 k 3 ¢ k—1>I-§I—100 O k—1>51—loo k 6

Bien stir vous aviez repéré que nous étions en présence d’une chaine de Markov a trois états : 0, 1 et 2.
FElle converge donc géométriquement vers une « mesure invariante » qui est donnée par les probabilités
asymptotiques ci-dessus. En temps long, on a deux chance sur trois que l'urne A posséde une boule
verte et une boule rouge, une chance sur six qu’elle posséde deux boules vertes et une chance sur sic
qu’elle posséde deux boules rouges. Ces probabilités ne dépendent pas en réalité de la loi de Xg.
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On reprend n € N* quelconque. Soit & € N. On note Uy ’événement : « I'urne A n’a eu qu’une seule boule
verte du début jusqu’a I’étape k (incluse) ».

15. Pour réaliser Uy, il faut qu’a chaque étape entre 0 et k, I'urne A contienne exactement une boule verte
i.e. X; = 1 soit réalisé. Donc

k

Up=[)(Xi=1).
1=0

16. Soit 7 € N*. On suppose U; réalisé. On effectue le tirage ¢ + 1 dans chaque urne.

(a) SiUj; est réalisé, alors (X; = 1) est vérifié et donc 'urne A contient 1 boule verte et n — 1 boules
rouges. Le tirage étant uniforme parmi les boules de A, la probabilité d’obtenir une boule verte
dans A est de 1/n. Tandis que 'urne B contient n — 1 boules vertes et une seule boule rouge. La

probabilité d’obtenir une boule verte est donc de ”T_l Les deux tirages étant indépendants, on
obtient

1 n—1 n—1
a=— X = —.
n n n

(b) Toujours sous (X; = 1), 'urne A contient n — 1 boules rouges et I'urne B une seule boule rouge.
Donc de méme

n—1 n—1

2

B =

1
n n n

(c) Sachant U; réalisé, une seule boule verte est dans 'urne A. Pour garder ensuite la méme dispo-
sition, il faut ou échanger une boule verte contre une autre boule verte ou échanger une boule
rouge contre une autre boule rouge. Ces deux événements sont disjoints et les probabilités cor-
respondent respectivement aux questions et respectivement. On obtient donc

1

n

VieN, P(X1=1|U)=a+B=2

n2

17. Par la question [15]
k

Ui = ﬂ (X;=1).
i=0
Donc par la formule des probabilités composées, si k > 1,

k—1 i k—1
PU) = |][P (Xl-+1 =1 N (X;= 1)) P(Xo=1)= [H P(Xip1=1|0;)|P(Xo=1).
i=0 §=0 i=0
Par la question précédente, pour tout i € [0;k — 1], P(X;41 =1|U;) = 2(7;;1). D’autre part,
P(Xo=1)= ()5 = 5. Don
S 2e-D)n 2%m-1Fn (-1
P (Ur) = g n2 on n2k on  p2k—lon—k-
Conclusion,
(n—1)*
P (Uk) = 2k—1gn—k

Fin du corrigé
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