Mathématiques PTSI, Int15 Cor 2025-2026

1.

2.

Correction de l’'interrogation 15
Ensembles et applications

(a) Enoncer la distribution de Iintersection sur I'union et réciproquement puis énoncer les lois de Morgan pour

les ensembles.

Solution. Soient E un ensemble et (A, B,C) € 2 (E)®. Alors,
o« AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
e AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
« ANB=AUB.
« AUB=ANB.

(b) Définir 'injectivité et la surjectivité.
Solution. Soient F et F' deux ensembles et f € F (E, F).

f est injective & V(z,y) € B2 (f(z) = fly) = (x=1y).
f est surjective = Vye F, dz € E, y = f(x).

(¢) Enoncer le théoréme donnant I’ensemble . des solutions d’une équation différentielle d’ordre 1 & partir

d’une solution « particuliere ».
Solution. Soient I un intervalle de R, a et b deux fonctions continues sur I, y, une solution de

(E) Vz €1, v (x) + a(z)y(z) = b(x)
et .Y 'ensemble des solutions de
(Eo) Veel,  y(z)+a(z)y(z)=0.
Alors, . l’ensemble des solutions de (E) est donné par
L =yp+ Lo ={yp+y |y €A}

Soit, f : S : S . Déterminer f~* ({1+2\/§})

Solution. Soit z € C. On a les équivalences suivantes :
ze f! ({1+Z\/§}> & f(z)e{l—l—iﬁ}

= f(z)=1+i\/§:2(;+i\é§>:26ig

& 2T =2e'%
& Fkeln6], z= 20T

Conclusion,

T ({r+ive)) = {21/7&(2*”1*%7") ‘ k € [0;6] } .

. Soient E et F deux ensembles, f : E — F et (A, B) € 2 (F)*. Montrer que A C B = f~1(A) c f~'(B).
Solution. Supposons que A C B. Montrons que f~'(A4) C f~!(B). Soit z € f~1(A). Par définition, f(z) € A.
Or A C B. Donc f(z) € B, i.e. x € f~1(B). On a donc démontré que tout élément de f~1(A) est un élément

de f~1(B) et donc f~1(A) C f~1(B). Conclusion

AcB = [YA)csUB)

. Soient E un ensemble et f : F — E. Montrer que si f est injective et vérifie fo f = f alors f = Idg.
Solution. Soit x € E. On a f o f(x) = f(x). Posons y = f(x). Alors on a f(z) = fo f(z) = f (f(z)) = f(y). Or

f est injective donc & = y. Ainsi, z = f(z). Ceci étant vrai pour x € E quelconque on en conclut que

7=1}
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5. Calculer un développement & l'ordre 3 en 0 de f : x — ch (sin(z)).

Solution. On a .
. T 3
sin (z) ot F—i—o(m )
et
u? N
ch (u) uiol—l—?—i—o(u )-

Posons u(x) =, ‘%3 + 0 (2*). Alors
z—

o u(x) e 0.

e De plus
2 ° 3 a? 3
u”(x) = (xngro(x )) (1:7€+0(x ))
R
+ o(e?)
xiO 22 + o0 (x3)
Donc 2(2) )
ui(z) 2 3
> ooz o)
e On a également u(x) oot donc u?(z) o 2%, Donc o (u?(z)) =00 (%)
Ainsi,
2
_ : _ _ x 3 3
f(z) = ch (sin(x)) = ch (u(z)) o 14+ = +o(2%) +o(z”)
Conclusion,
2
f(z) = ch(sin(z)) = 14 = +0(a?)
z—0




