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Correction de l’interrogation 20
Familles de vecteurs

1. (a) Définir et caractériser une famille liée.

Solution. Soient E un espace vectoriel, n € N* et £ = (uy,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On
dit que Z est liée si et seulement si

e L’un des vecteurs au moins de .Z est une combinaison linéaire des autres vecteurs de .
o ie. il existe (A1,...,A,) € K"\ {(0,...,0)}, tel que

)\1U1++/\nun:0E

(b) Définir et caractériser une base.
Solution. Soient E un espace vectoriel non nul, n € N*, & = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de
E. On dit que & est une base de FE si et seulement si
o A est libre et génératrice dans F

o i.e.
Ve e E, A (A1,...,\n) €KY, T=Mur+-+ Ay up.

(c) Caractériser la bijectivité d’une fonction par P'existence d’un inverse.
Solution. Soient E, F' deux ensembles et f € & (E, F). La fonction f est bijective si et seulement s’il existe
g € F (F,E) telle que
fog=1Idp et go f=Idg.
De plus dans ce cas, g = f~ L.

2. Soit F' = { (un) € RN | Yn €N, Upto = Upy1 — Uy } Déterminer une famille génératrice de F.
Solution. Conclusion,

Y = <(cos (nﬁ)> , (sin (nz)) ) est une famille génératrice de F.
3 neN 3 neN

. . e 1 -1 2 1 0 3 o .
3. Déterminer si ¥ = ((_2 _1> , (2 0) , (6 2)> est libre ou liée.

Solution. Conclusion,

’ la famille .Z est liée. ‘

4. Soit B = (x — 1,z — ch(z),z — ch(2z),z — ch(3z),z — ch(4x),z — ch(5x)). On admet que A est libre et on
pose E = Vect (). Montrer que f : 2 — ch®(z) appartient & E et déterminer les coordonnées de f dans Z.
Solution. Conclusion, les coordonnées de f dans % sont

) ) 1)
(ngvoa TG’O’ Tﬁ

Bonus : montrons que 2 est bien une famille libre. Soit (Ao, A1, A2, A3, A4, A5) € RS tel que

5 5
(xHZAkch(kw)> =0g & Vz € R, ZAkch(kx)zoR.

k=0 k=0

Alors,
5 5
Vo €R,0=e"""> XApch(ka) =) Ape **ch (k).
k=0 k=0

Or pour tout k € [0;4],
e(k—5)m +e—(5+k)z

=57 ¢h (kz) = — 0.
e " ch (kx) 5 ST
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Tandis que
_14et0" 1

—5x
e % ch (5z) 5 ST 3

Donc par passage a la limite quand x — +oo,

0=04+ — = A5 = 0.
D’ou

Vo €R, > Apch(kz) = Op.

k=0

On réitere alors le processus pour montrer que Ay = 0 puis A3 = 0 etc. Donc Vi € [0;5], A\; = 0. Donc # est
bien libre.

On pouvait aussi évaluer en 5 valeurs de x et ainsi obtenir un systéme de 5 équations avec 5 inconnues que l’on
résout pour obtenir A\g = A1 = o = A3 = Ay = A5 = 0.

x
. r+y+z+t=0 , . , .
. Soit F' = Il e re 4 . Déterminer un supplémentaire de F' dans R*.
z T—y+z—t=0
t

Solution. Conclusion,

est un supplémentaire de F' dans R%.




