Mathématiques PTSI, Int22 Cor 2025-2026

Correction de l’'interrogation 22
Dimension

1. (a) Enoncer le théoréme de la base incompléte.
Solution. Soient E un espace vectoriel non nul de dimension finie, ¢4 une famille génératrice de E et £
une famille libre de E. En ajoutant des vecteurs de 4 a %, il est possible de construire 4 une sur-famille
de & qui soit une base de E.
(b) Enoncer la formule de Grassmann et caractériser par la dimension la supplémentarité.

Solution. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

On a
dim (F 4+ G) = dim (F) 4+ dim (G) — dim (F N G) .
De plus, F' et G sont supplémentaires dans E si (au moins) deux des assertions suivantes sont vérifiées :
1. FNG ={0g}.
2. F+G=F.
3. dim (F) + dim (G) = dim (E).
(¢) Donner une condition suffisante pour qu’une suite définie par récurrence u,4+1 = f (u,) soit croissante et
comment le démontre-t-on 7

Solution. Soit f : R — R et (uy), oy € RY la suite définie par ug € R et pour tout n € N, uyqq = f (uy).
On suppose que [ est croissante et que u; > ug. Alors la suite (u, ),y est croissante. On le démontre par
récurrence bien stir!

rT+2z—t4+u=0
2. Déterminer la dimension de F = { (z,y, z,t,u) € R® y+z+t=0
20 —y+3z—3t+2u=0

Solution. Soit (z,y, z,t,u) € RS. On a les équivalences suivantes :

r+2z2—t+u=0 r+2z—t+u=0
(S) : Sy+z2+t=0 & y+z+t=0 L3+ Ls—2L,
20 —y+32—-3t+2u=0 —y—z2—t=0
2z —t =0
vz tu carL3:L2
y+z+t=0
r=-2z+1t—u
=
y=-—z-—1t
Ainsi,
-2 1 -1
-1 -1 0
F = Vect 11,101,110
0 1 0
0 0 1
-2 1 -1
-1 -1 0
Posons By = 11,{0f,]0 . Montrons que %r est libre. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que
0 1 0
0 0 1
-2 1 -1
-1 -1 0
M| T +X[0|+A3] 0| =0gs.
0 1 0
0 0 1
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Alors
—2X +A—A3=0
—A1—X2=0
A =0 = A1 =X = A3 =0.
)\2 = 0
A3 =10

Donc Zr est libre. Or B engendre F. Donc Zr est une base de F'. Conclusion,

|dim (F) = Card (%) = 3. |

Justifier que £ = ((1 3) , ( L 3)) est libre et la compléter en une base de .45 (R).

5 7 -1 4
Solution. Notons .Z = (e, e2), les deux vecteurs de .Z. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc .Z est
libre. De plus on a
1 3 0 0
$N<(5 7) (—6 —3)) Cot 2=
. , 0 1 0
Les pivots manquants sont donc en coordonnées 2 et 4 : posons es = 0 0 et eq = 0 1 et enfin # =
(Z,es3,e4). On commence par observer que Card (#) = 4 = dim (A5 (R)).
Méthode 1. Montrons de plus que 2 est libre. Soient (a,b, ¢, d) € R* tel que
ae1 + beg + ces + dey = Os.
Alors,
a+b=0
(a+b 3a+3b—|—c>_0 o 3a+3b+c=0
56 —b Ta+4b+d) — 72 504 —b=0
Ta+4b+d=0
a+b=0
c=0 LQ — L2 — 3L1
= L3 — L3 — 5L1
—6b=0 Ly« Ly—TL,
=3b+d=0
a=20
c=0
<~
b=20
d=0.

Donc &£ est libre. Conclusion,

‘%’ est une base de .#5 (R) qui compléte bien .Z.

Méthode 2. Montrons de plus que & est génératrice de .#5 (R). Les opérations élémentaires ne modifient pas
I’espace engendré, on a alors

e (NG R N ) R

v (5 20 0) (5 56 1) G2

=vee (5 9. o) (% )6 V) Co =Gy
=vee (52 0)- (0 0) 6 V) Oy = =6

= Vect ((é 8) , (8 o) , ((1’ 8) , (8 (1’)) Cy €y = 3Cy — 5Cy — 7C,
= > (R) car on reconnait la base canonique de .# (R).
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Donc la famille & est génératrice de .#5 (R). Conclusion,

‘%’ est une base de .#5 (R) qui compléte bien .Z.

M¢éthode 3. Sans parler du cardinal au début, on a directement,

e =w((3 2. (% %) o) 1) Gre-r= 0

(5 26 o) (% %) 6 1) C o G

La derniére famille obtenue est échelonnée en ses coordonnées et est donc libre. Son rang est donc égal a son

cardinal :
rg (B) = 4.

Ainsi, rg (%) = Card (#) donc £ est libre et rg(#) = dim (A (R)) donc la famille & est génératrice de
Mo (R). Conclusion,

‘93 est une base de .#% (R) qui compléte bien .Z. ‘

. Dans E = .7 (R,R) on considére la famille .F = (fy : 2 — cos (z + kT)) Calculer le rang de .Z#.

Solution. Pour tout € R, on a

kel0;4]"

fi(z) = cos (a: + 7> = cos (%) cos(z) — sin (%) sin(z) = g cos(z) — g sin(z)

fa(x) = cos (:v + 5) = —sin(z)
f3(x) = cos (x + ??Tﬁ) = —g cos(x) — g sin(zx)
fa(z) = cos (z + m) = — cos(x)

Des lors,

V2 V2 2 V2
rg (F) =rg | cos, — cos ——— sin, — sin, — —— cos ——— sin, — cos

2 2 2 2
Cy ¢ Co — Y20, — Y20y
=Trg (COS,OE7 7Sina0E70E) Cy+ Cy+ gCl — gc;;
C5 < C5 + Cl

= rg (cos, — sin)
= rg (cos, sin) Cy + —Cs.

Or les fonctions cos et sin ne sont pas colinéaires donc (cos, sin) est libre. Conclusion,
rg(F) =2.

. A Taide de la dimension, montrer que F' = { P € R3[X] | P(2) = Ogr } et G = Vect (X + 3) sont supplémentaires
dans R3[X].
Solution. Soit P € Rg[X]. On a

PeF & AQ e Ry[X], P=(X-2)Q
= 3((1070,170,2) ERB, P:(X—2) (ao—|—a1X—|—a2X2)
& J(ag,ar,as) ER*, P=ag (X —2) + a1 X (X —2) +a:X? (X —2).
Ainsi,

F=Vect (X -2),X(X-2),X*(X-2).
Posons #r = (X —2,X (X —2),X? (X —2)). Alors B engendre F. De plus, Zp est une famille de polynomes
de degrés distincts, donc Bp est libre. Donc #r est une base de F et ainsi, dim (F) = Card (%r) = 3.
Posons B¢ = (X + 3). Par définition, #¢ engendre G et de plus est libre car le vecteur est non nul. Donc
dim (G) = Card (B¢) = 1.
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Meéthode 1. Soit P € FNG. Alors, P =€ G, donc il existe A € R tel que P = A (X + 3). De plus P € F. Donc
0=P(2)=A(2+3)=5A = A= 0r = PZOR[X].

Dou FNG = {OR[X]} Or {O]R[X]} C FNG,donc FNG = {OR[X]} De plus, dim (F) + dim (G) =34+1=4=
dim (R3[X]). Conclusion,

|F &G =Ry[X] |




