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Correction de l’interrogation 14
d’entrainement
Analyse Asymptotique

\. J

1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

Sur les équivalents, il est possible de
o multiplier,
o d’élever a la puissance (éventuellement négative et donc de passer a l'inverse),
e de passer a la valeur absolue,
e de faire un changement de variable.
Il est cependant interdit
e de sommer des équivalents,
e de composer des équivalents par une fonction,
e d’écrire équivalent a 0.
Soient a € R, I un voisinage de a et (f,g,h) € F (LR)3 tels que
veel, @) <g@)<h@ et fz) ~ hi).

T—ra

Alors, par le théoréme d’encadrement des équivalents,

f(@) ~ g(x) ~ h(x).

r—a T—ra

Soient I un voisinage de 0 et f € .# (I,K).
i. f est continue en 0 si et seulement si f admet un développement limité a ’ordre 0 en 0. Dans ce cas
f@) = £0)+o(1).
ii. f est dérivable en O si et seulement si f admet un développement limité a ’ordre 1 en 0. Dans ce case,
F@) =, F(0)+ 0+ o)
iii. SI f est ™ ALORS f admet un développement limité a ’ordre n.
Soient n € N, (ag,...,a,) € K*"* ! et (by,...,b,) € K'F! tels que

St +0) =, bt o).
k=0 k=0

Alors, pour tout k € [0; n], ar = b.

Soient I un voisinage de 0 et f € % (I,K). Soit n € N. On suppose que f admet un développement limité
a l'ordre n en 0 donné par

f(z) o Zakxk +o(z"), (ak)pefo;ng € K"+,
k=0

Soit F' une primitive de f sur I alors F' admet un développement limité a 'ordre n 4+ 1 en 0 donné par

$k+1

k+1

F(x) = F(0)+ zn: ax +o(z").
k=0

—0

Soit @ € R, I un voisinage de a et f € % (I,K). Si f est de classe €™ en a alors f admet un développement
limité a ’ordre n en a donné par

n ek (g
fa) = 3 et o 0.
k=0
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1.7 Bande de naifs!
2. Calculer un développement limité.

2.1 On sait que
2,3

¢ Sy let g+ g o)
et
1'2 133
11+m =+ = 1 %x +(=1/2)(=3/2) 5 + (=1/2)(=3/2)(=5/2) % + 0 (2?)

3z2 1523

_z 3
o0t 2t g 48 +o(z%).

Par conséquent,

et —1 2 a8 3)( xr  3x% 1523 3)
1@ = A 130(x+?+€+0(x) =gt 5~ tol@)
— 22 32° 3
as0 L2 +§ +o(a?)
g E e
+2 4o (2?)
+o (z%)

- z+<g—£+i>x3+o(x3).

z—0 24 24 24
Conclusion,
723 3
1) 5yo+5p tol)

NB : en anticipant l’ordre, nous aurions pu faire un développement limité a ’ordre 2 de \/11?3 car tous ces

termes seront ensuite multipliés par au moins x.

2.2 On a les égalités asymptotiques suivantes :

f(@) = (ch(z) — cos(z)) (sh(z) — sin(x))

B z? ozt af 6 ( 2 x2S 6 )}
ST st o) - (1-F g - g o)
2P x> 2P
S R RN Gk Re))
6 3
_ 2, T 6 € 6
250 (x g0 W@ )> ( g ol ))
B
+o ()
5
-z 6
mj)O 3 to (.’E ) ’
Conclusion,
x® 6
10 =, 2 +o)
2.3 Pour tout € R%, posons u =L ie. 2 = L et g(u) = f (1) = f(z). Alors
e 7 e v ue %

Yu > 0, Q(U):f(x):2+x:2+l T it2u

De plus u __5>_ 0. Or on sait que e :O1+v+%+%+%+0(u4).Doncenprenantv:—u—>0,ona
T—+00 v—y
2 3 4
U U u
e = l—u+———+—+o(u').
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1

D’autre part, on a = 1l—-v+v2—-v3+0vt+0 (v4). Donc en prenant v = 2u — 0, on a aussi

14v v—0
1
T ou = 1 — 2u + 4u? 78u3+16u4+0(u4).
Par conséquent,
u? u? ut 4 2 3 4 4
g(u) = 1—u+?—g+ﬂ+o(u ) ) (1 —2u+4u” — 8u® + 16u* + o (u*))
2 u?ut 4 2 3 4 4
=, (u—u +5 - F-|—o(u )) (1 —2u+4u® — 8u’ + 16u” + o (u'))
=, u —2u?® +4u® —8u* +o (u4)
U—r
—u? +2ud —du*r +o (u4)
w5 it tolu)
—% +o (ut
+o (u*
13u® 13 x6+1
a2 . 4 4
umso du”+ 2 6 u+o(u)
13u® 79
_ 2 4 4
u:Ouf?)u JrTfEu +0(u )
Conclusion,
1 3 13 79 1
ﬂ@ﬁ;m;‘;5+£3‘aﬁ+ocﬁ)

NB : ce n'est pas un vrai développement limité car les puissances de x sont négatives ici, on parle plutéot
de développement asymptotique dans ce cas.

NB2 : En anticipant l’ordre nous aurions pu partir d’un développement limité a l'ordre 3 seulement de e
et de ﬁ car tous ces termes seront ensuite multipliés par u.

2.4 Posons v = 5 +hie h=x—TF et g(h)=f(x) :f(%i+h>. Alors pour tout h € R,

g(h) =f (g + h) =eithcos (% + h) e el [COS (%) cos(h) — sin (%) sin(h)]
? " (cos(h) —sin(h)).

I
ENE]

Or on sait que

h——1+h+§3+ h?)

R 2 o
h? )

WSel g o)

h+o(h?).

cos(h)
sin(h)

h—0

Par conséquent,

(h) = e%ﬁ<1+h+*2+0(h2)> (1— 2+0(h2)—h+0(h2)>
g h—0 2
= V2 § h?
oty (1 o) (1on- g o)
=, 002 —h e to(r?)
“ho—h2 o (k)
—&-%2 +o (h?)
+o (h?)]
- 1\/§ 2 2
TR o)
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Conclusion,

4

f(x)zjzel\f eﬁg(x—z)QjLo((x—z)z).

2.5 On sait que

x? 3
cos(x) :01—7+0(m )

xT—r
1 B 2 22 23 ,
Aaap =07 5 2 () FH (B () T +o ()
:0172z+3x274:1:3+0(x3).
z—
Par conséquent
fl@) = ( % )—1)(1—2x+3x2—4x3+0(x3))
o ( % )(1—2x—|—3x —4z% 4+ 0 (2%))
x—)O 2 I +o (:173)
+o (z%)
22
Conclusion,
2 5
f(z) o g te + o (z%).

NB : on aurait pu a nouveau anticiper l'ordre et ne prendre le développement limité de
uniquement.

(1+ a0 a ordre 1

3. Manipuler un développement usuel.

3.1 Soit n € N. Pour tout z € R, on pose h =x —5ie.xa=5+het g(h)=f(xz)=f(5+h). Alors
VheR, g(h)=f(5+h) =2t =¢l0e2,

Or on sait que

k=0
Donc en prenant u = 2h — 0, on a
2h - 2khk + (hn)
50 k! ©
Ainsi,
o) = 302 g
h—0 =0 k!
Conclusion,
1) = 2@ s
x) =, k_oe i o((x
3.2 Soit n € N. Pour tout z € R, on a
_sin (2z)
fla)="5E
Or .
_ S (=1) u?kt! 2n+2
Sln(’u) u:}()Zw"‘O(U )
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3.3

3.4

3.5

Ainsi, en posant u = 2x — 0, on a

1 22k+1 2k+1

k=0 W +o(2°72)

f(l‘) 20 2z
- i 2% - +o (2*").
20 £~ Zk +1
Conclusion,
_ Xn: 4k 2k ().
20 £~ 2k +1
Soit n € N. On a pour tout z € R,

tan () = 7 — arctan ()
arctan (r) = — — arctan | — .
2 x

Posons t =1 je.x=1et g(t)=f(2) = f(3). Alors

Vi>0, gt)=1f (%) = g —arctan (¢) .

Or, on sait que

n t2k‘+1 Intl
arctan ( tiO Z 2k: 1 (t ) .
k=0
Ainsi,
. n t2k+1 ) - n k+1 12k+1
t) = — tn+1 _ = £2n+1Y
90 =5~ kz_;) 2k+1 +o( 150 2 kz_; 2k+1 Fo (")
Conclusion,
f(z) z—too 2 + kz—;) (2k + 1) z2k+1 to p2n+l )
Soit n € N. On sait que
(u) utl ( 2 +1)
sh (u) = —— 4o (u™"").
w |
—0 P (2k + 1)!
Donc en prenant u = z3/2 - 0, on obtient que
3k+ 3 n
flx) = oo foann o (¢FF) _ @ +o (a5
2—0 VT 20 = (2k+1)!
Conclusion, en tronquant & l'ordre 3n,
n-1 3k+1
_ T 3n
1@ 5, 2 meroyn o @)
k=0
23/2
Déterminer un développement limité a U'ordre 3n en 0 de f : z +— h(fx)
Soitn € N, n>2.Ona
n k+1 g
-1 U
In (1 +u) uioz% + o (u").
k=1
Donc en posant u = 3z — 0, on obtient
n k+1 ok, k
—1 3z
f) =30 30 = 3 T o g
k=1
n k+1 ok, k
_ (_1) 3 n
at:>0 kZ—Q k to (37 )
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Conclusion,

4. Primitivation, dérivation, Taylor.

. . 1
4.1 Soit f:x+— T

e La fonction f admet le développement limité d’ordre 4 en 0 suivant :

—322)2 4 2 3zt 4
5 +O(.’I})m301+?+?+0($)

Flo) = 14 (-1/2) (a) + (-1/2) (~3/2)

o La fonction arcsin est une primitive de f sur I.

Alors par le théoréme de primitivation des développements limités, on en déduit que arcsin admet un
développement limité d’ordre 5 donné par

in (x) im0tz 4 5T 4o ()
arcsin (x) = arcsin T+ —+—+o(x°).
z—0 1 6 40
Conclusion,
. 3 3P 5
arcsin () z:ox—i_?—’— E%—o(x ).
4.2 Soientn € Net f : z + —. Puisque la fonction f est de classe €"*! sur I = ]—oco; —1], par le théoréme

(1-=z)*"
de Taylor-Young, on sait que f admet un développement limité d’ordre n :

n+1 _ k n
d(ao, a1,-..,a,) € R"™H f(x)xzol;)akx +o(z").

Posons g : « — ﬁ On observe que la fonction g est dérivable sur I et

-1 1
Va € I, "(z) = — 5 = 5 = f(x).
L) s = W)

Donc g est une primitive de f. Donc par le théoréme de primitivation des développements limités, on trouve

que
< aprktl 41 & apa +1
— n — _ n
9(x) = 90+ > S +o (") = 90)+ > =5 +o (="
k=0 k=1
D’autre part, on sait que
n+1
_ 2 L n+1 n+1 _ k n+1
g(:z:)zzolerer +-+a" M to(x )mHOI;)z +o ("),

Donc par unicité des développements limités :

& Vk € [0;n], ar =k + 1.

9(0) =1 OK.
Vk e [Lin+1], %= =1

Conclusion,

fa) = S (k+1)at + o).

k=0

4.3 Soit n € N. La fonction ch est 2" sur I = R, voisinage de 1. Donc d’aprés le théoréme de Taylor-Young,
on a )
% ch®(1
ch(z) = Z A(w —1f+o((x - 1)°").

—1 k!
* k=0

6 i
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4.4

4.5

Or on sait que pour tout k£ € N, k pair, on a ch®™ = ch tandis que pour tout k£ € N, k impair, on a
ch®) = sh. Séparons donc dans la somme les termes pairs et les termes impairs :

- Ch(%)( . h(2k+1)( 2k+1 2n
Ch(x)xil/; @) (x—1)2 Z @ 1)l (x—1) +o((x—1)").

Ainsi,
_ . Ch(l) 2k = 2k+1 2n
ch(z) = (Qk)! +Z %H — 1) 4o ((x—1)*).
k=0 k= 0
Soit f: ¢+ (14+¢)In(1+¢) —¢t. La fonction f est définie et méme dérivable sur I =]—1; +oo[, voisinage

de 0 et L+t
Ve el =In(l+¢t)+ ———-1=1In
rel F@ =0+ (1+1).
Posons g : t — In (1 +¢t). Alors

e La fonction g admet un développement limité a ’ordre 5 en 0 donné par

e La fonction f est une primitive de g sur I.

Donc d’apres le théoreme de primitivation des développements limités, la fonction f admet un développe-
ment limité en 0 d’ordre 6 donné par

t2 t3 t4 t5 6

_ - v v v v 6
O R T 20+30+0(t)

Soient f : z + z?arctan(z). On a
3 5 7 5 7 9
N P 7)_ 3 T T T 9
f(x)mzox (x 3—|—5 7—|—0(ac) o7 3—|—5 7—|—o(a:).
Soit g : & — 2z arctan(z) + % La fonction ¢ est définie et méme % sur R et notamment en 0 donc par

le théoreme de Taylor-Young, admet un développement limité a ’ordre 8 en O :
J(ag,...,a3) €R? g Zakx +o(z

D’autre part, on observe que

1,2

Vr € R, f(z) = 2z arctan(x) + o2

= g().

Donc f est une primitive de g sur R. Donc par le théoréme de primitivation des développements limités,

z? x3 zt z° z8 z’ 8 z? 9
(0) + apz + a1 — +a2——|—a3—+a4—+a5—+a6——|—a7——|—a8§+o(x )-

fz) = f 2 3 4 5 6 7 8

Par unicité du développement limité, on obtient que
f(O):O, a0:a1:a3=a5:a7:0, le, —:—g’ - =

Conclusion,

) 7 9
— 2_°2.4,' 6 7.8 8
g(x) 250 3z 335 +5x 73@ —|—0(33 )
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5. Application de développement limité.

5.1 On a au voisinage de 0 :

. 23 5 . I R— . 25 .
Sh(x)—l—sm(x)—ZxxiOx—f—F—i—ﬁ—ko(:ﬂ )+x_€+ﬁ+o<$ ) —Qxxioﬁ—i—o(x ).
Par conséquent,
5
) x
sh(z) + sin(z) — 2z 0 80"
D’autre part,
2 4 2 4
z (ch(z) + cos(x) — 2) wiox<1+%+%+o(x4) +1-— %4—%4—0(#))
4
_ T 4
S0 (ft o)
o
z:O 12 © (-'17 )
Et donc
25
x (ch(x) + cos(x) — 2) o 10
Donc par quotient d’équivalents,
sh(z) + sin(z) — 2z 2 12 2 1

2 (ch(z) + cos(z) —2) <50 22~ 60 10 5

Or deux équivalents ont méme limite. Conclusion,

lim sh(z) +sin(z) -2z 1
20 x (ch(x) + cos(x) —2) 5

5.2 Soient a € R et (un),cy la suite définie pour tout n € N par u, = ny/n (\4/712 +1-vn+ a). On a au
voisinage de +o0,

n—+

1
- n2<\4/1+2—\/1+a>
n—-+oo n n
1 1 a  (1/2)(~1/2) @ (1)))
2
- 14+ — ) (4 2 S =
n%+oon ( +4n2+0(n2) ( +2n+ 2 n2+0 n?
_ of_a  2+a (i))
n—>_+oon ( 2n+ 8n?2 to n?

n~>2+00 _§n+ 8

1
Uy = n\/ﬁ(\/ﬁ41+2\/ﬁ 1+a)
o) n n

Donc si a # 0,

a
n ~ ——n * oo.
n—+oco 2 n—+oo

ATTENTION !!! 1l est vital de dire a # 0 avant de préciser l’équivalent car nul n’est équivalent a la suite
nulle !

Dans ce cas la suite (up), oy diverge. Ainsi, pour obtenir la convergence de la suite, il faut que a = 0 et
dans ce cas

2 +o(1) = -
= - (0] u ~ .
n——+oo 8 " n—-+oo 4
Conclusion,
(Un), ey converge =3 a=0, dans ce cas, ngrfoo Un = -
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5.3 On a au voisinage de 0 :
f@)=(1—z+a?)"" = eti(orse),
z—0
Or In(1+wu) ot % + “; + o (u®). Posons u(x) o TE 22, Alors,
o u(x) — 0.
z—0
e Puis
2 _ .2 _ 9.3 3
u(x) ot 22° 40 (7).
. ~ — 3 o .3 3 _ .3 3
Comme u(x) Y, TTona u(x) o, T e u(z) ST o (2?).
. 3\ _ 3
Et donc o (u(x)?) o (a3).
Ainsi,
In (1 —sc+:132) = -z +a?
z—0
—3(z* —223 +o (z%))
+i(—=2® +o(z?))
+o (z?)
= -z 4z 42 +o (2°)
z—0 2 3 '
Donc . s
() = (T 4o?)) 53 o(s?) _ 1343 40(e)
z—0 z—0 z—0
Or e o 1+u+ “72 + o0 (u?). Posons u(x) o 5+ % + o0 (2?). Alors,
o u(zr) — 0.
z—0
2 z2
o De plus, u(z) ot £ donc u(z)? o e u(x)? ST to (2%).
. 2\ _ 2
Enfin, o (u(z)?) =00 (2?).
Ainsi,
2 2
o T 2z 9 1/ 2 2
10 5yt (15 5 2o+ 5 (o) +0)
—1 —1
-1,¢ 2 2 2
S0 T e e,
Donc,
et ', 2
@) Zpe Hgrat g o).
Ainsi,

-1
e
la courbe représentative de f admet pour tangente en 0 la droite d’équation y = e? +7x.

De plus,

-1 -1 -1
1, € Se " o 2 de " 4
= ~ >
f(z) (e + 5 x>¢ 06 T —|—0(:v)x 06 z° = 0.

Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré. Conclusion,

‘1a courbe représentative de f est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.
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5.4 Pour tout x € R \ {1}, posons h =z — 1 ie. & = 14 h. Alors,

+
fa)=FQ+h) = ;

e(1+1—h+h2—h3+o(h3)) (h—h§+§+o(h3)) _

h—0 h
o2h=h?+ 22 o(h?)=h2 4 52 +o(h*)+h*+o(h*)+o(h*) _q

}L:O h
3
o2h—2h*+ 25— +o(h®) _4

h=0 h
Oronae’ = l4+u+% +4 + o0 (u?®). Posons u(h) = 2h—2h*+ 81 4, (h?). Alors,
u—0 26 h—0 6
o u(h) — 0
h—0
e De plus,
u(h)? =, (2h =202 + 5 10 (k%)) (20— 207 + 5= 4 o (7))
= 4h* —4h® 4o (h?)
h—0
—4h®  +o (k3
+o (h3
= 4h* —=8h* +o(h?).
h—0

o Comme u(h) ~ 2h,onau(h)® ~ 8h3ie. u(h)3 o 8h3 + o (h?).

h—0 h—0 —
e Enfi h)3) = h3).
nfin, o (u(h) )h_>00( )
Ainsi,
oZh=2h 2 o(hY) o op op2 180 o (b3
h—0

+5(8h% +o(h?))

+o (h?
=, 1 +2n 32 o (B3)
Ainsi,
142k — 3 4o (R%) — 1
1 = 6
f( + h) h—0 h
_ 2= 40 (W)
h—0 h
3h2
1502”6 o)
Do,
3(z—1)°
f@) = 2= +o(z-1))

Par conséquent,

‘la courbe représentative de f admet pour tangente en 1 la droite d’équation y = 2. ‘

2

De plus, f(x) —2 ~ —w < 0. Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré
rT—r

donc

‘ la courbe représentative de f est en-dessous de sa tangente au voisinage de 1. ‘

10/11]
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5.5 On a
x5—(x3+L;+L§+0(x15))
1@ 5, ad 41— T2 4 22 4o (a28)
@0 142t — 25 4 o(a15)
Orl_%u = 1-u+u®—u®+u'+o(u'). Posons u(z) = 334—9”2;4—1—0(3315).A10rs,

u—0 z—0

o u(x) = 0.

e De plus,
2 g ot 15 g o 15 8 15
u(x) o\ —7—&—0(96 ) 2 —7—&—0(36 ) ot + o0 (z")
¢ Puis,
14
3 _ 2 _ 4_ 7 15 8 15\y _ .12 15
u(x)® = u(z)u(x) o (95 - 74—0(1’ )) (2® 40 (2'%)) ot +o(z).
. ; o o~ o 4 . 16 4 4 _ 15
Mais aussi, puisque u(x) T alors u(x) T Par conséquent, u(x) o0 (z19).
o A fortiori Y = 15).
ortiori, o (u(z)?) o © (z19)
Attention : il était important d’aller jusqu’a lordre 4 méme si u(x)* =,° (x15), en effet en restant a
r—r
Uordre 3, nous aurions eu o (u(x)3) =0 (ﬂc12) ce qui aurait €té insuffisant.
z—0
Ainsi,
1 = 1—u+u2—u3+u4+0(u4)
1+u(z) =0
— 4 4 15
;c:>01_x +5-  +o(z'9)
428 +o (215
—x1? +o (z1°
+o (x5
to (215
— l—at 4P — a2 2l 4o (219)
z—0
Donc
9 15 14
— 3,.5_2% z 15 4, .8 12, T 15
f(x) o (—w +x —3—?—1—0@ )) (1—:10 +a2°—x +7—|—0(w ))
29 213 7l
_ —x3+x7—x11+x15+0(:c15)+x5—x9+x13+0(9€15) _74_74_0(3715) _74_0(%15)
z—0 3 9 5
429 10213 4210
_ 3.5, 7 T n 15
xzox—l—x—i—x 3 T+ 9 +5+0(x).

La fonction f est de classe €*® au voisinage de 0 comme composée de fonctions qui le sont. Donc par la

formule de Taylor-Young,
= F8(0)
E z® +o (1’15) .

!
— k!

e

xiO
Donc par unicité des coefficients d’un développement limité, on obtient que

7490) _ 4

(15! 5

Conclusion,

4
A% 0) = 15! =12 x 14!
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