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Correction de l’'interrogation 1
d’entrainement
Logique et raisonnement

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Soient P et () deux assertions. On a

P ET Q & P ou @

et
P ou Q & P ET Q

1.2 Soient P et @ deux assertions. L’implication P = ( est donnée par

POU Q.

1.3 Soient P et () deux assertions et I I'implication P = Q. Sa réciproque est donnée par

Q@ = P,
sa contraposée est donnée par - -
Q= P,
sa négation est donnée par -
P ET Q.

Manipuler les implications et équivalences.
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2. Réciproque/contraposée/négation.

2.1 Soient (z,y) € R2. La réciproque est

r—y

Z.
2 <

cos(x) =cos(y) =

La contraposée est
Ty
/
21 £

cos(z) # cos(y) =

La négation est
=y
27

2.2 Soit f € # (R,R). La réciproque est

€Z ET cos(z) # cos(y).

lim f(z) existe dans R

T—+00

= (f est croissante sur R) ET (f est majorée sur R).

17



c
s s e Mathématiques PTSI, IntEnt1l Cor 2024-2025

La contraposée est
lim f(z) n’existe pas dans R
r— 400
= (f n’est pas croissante sur R) OU (f n’est pas majorée sur R).
La négation est

(f est croissante sur R) ET (f est majorée sur R)

ET ( lim f(z) n’existe pas dans R) .

5400
2.3 Soient (un), ey € RY. La réciproque est
I(m,M)eR* VneN, m<u, <M = (Un), ey converge.
La contraposée est
(V(m,M) e R?, 3neN, wu, <m OU u, > M) = (uy)diverge.
La négation est
(un) converge ET (V(m,M)€R? 3n€N, wu, <m OU u, > M)
2.4 Soit f € & (R,R) admettant une limite en +o00 et soit a € R. La réciproque est

lim f(z)>a = VzeR, f(z)>a.

Tr—r—+00
La contraposée est
lim f(z)<a = 3JzeR, f(z)<a.

Tr— 400
La négation est
Ve eR, f(z) >a ET lim f(z)<a.

Tr—+00

2.5 Soient f € .Z (R,R). La réciproque est
[V (x,y) €R?, (f(z) = f(y) = x=1y)]
= [V(zy) eR? (z<y = f(z) < f(y)].
La contraposée est
[3(z,y) € R*,x #y, tel que f(z) = f(y)]
=  [3(z,y) €R? z <y tel que f(z) > f(y)].
La négation est
[V(z,y) €R%, (x <y = f(z) < f(y))]
ET [3(z,y) € R*,z #y, tel que f(z) = f(y)].

3. Quantificateurs.
3.1 Soit (u,) € RY. L’assertion est

(Vn €N, upt1 =2 u,) OU (Vn €N, upy1 < up).

La négation est
(neN, upi1 <up) ET 3meEN, umi1 > tn) .

3.2 L’assertion est
(V(z,y) € Ry, 2 <y = f2) < f))
BT (V(oy) e R, z<y = f(@)> ().
La négation est donc,
(3@.y) e R, w <y, f2)> f(y))
ou (3(wy) e (R)*, w<y, f(2) <f(Y)).
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3.3 L’assertion est P
v(pv(I) € Z x Z*v s 7& 5

La négation est

I(p,q) €Z X Z*, m="L.
q

3.4 Soit & un ensemble de fonctions de R dans R. L’assertion est
Vfeé&, Ve eR, f(x) =0.

La négation est
dfe &, Iz eR, f(z)<0.

3.5 Soit f € Z (R,R).
Vo e R, f(x) € Z.

La négation est
Jr eR, f(z) ¢ Z.

4. Récurrence.
4.1 On pose pour tout n € N*, P(n) : 14243+ --+n= @

Initialisation. Si n = 1, alors w = 1. Donc P(1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que P(n) = P(n+1). Supposons P(n). Alors 1+2+43+- - -+n = 20

2
Montrons P(n + 1). Par hypothese de récurrence, on a
1
1+2+3+--~+n+n+1:%+n+1
_nn+1)+2(Mn+1)
2

(n+2)(n+1)

2
(n+1)(n+2)
—a

Donc P(n + 1) est aussi vraie.
Conclusion.

n(n—&—l).

VYneN"\ 142434+ --+n= 3

4.2 On pose pour tout n € N*, P(n) : 12422+ 32 +... 4+ n? = w.

Initialisation. Si n = 1, alors % = 1. Donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Montrons que P(n) = P(n+1). Supposons P(n). Alors 12 +22 +3%+4 ... +n? =
w. Montrons P(n + 1). Par hypothése de récurrence,

n(n+1)2n+1)

1242243824 42+ (n+1)’ = g +(n+1)°

n(n+1)2n+1)+6(n+1)°

(2n2+n—|—6ni—6) (n+1)

(n+1)(n+26)(2n+3)

(n+1)(n+62)(2(n+1)+1).
6

Donc P(n + 1) est aussi vraie.
Conclusion.

1)(2 1
Vn € N, 12492 132 4. 42 (0t )6( ntl)
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1—g"t?!

4.3 Soit z € R\ {1}. Pour tout n € N, on pose P(n) 'assertion 1 +z + 2% + -+ + 2" =

1—x
Initialisation. Si n = 0, alors =% = 1. Donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que P(n) = P(n + 1). Supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1).

1_gn+l

Puisque P(n) est vraie, on a 1 +x 42 +--- + 2" = 55— Donc
1— n+1
1+$+$2+"'+$n+xn+l:%+$n+1
-z

1— xn+1 + xn+1 _ xn+2

1—-2z
1— xn+2
 1l-z
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion.
1 — gt
Vn € N, l+z+22+- 42" =
11—z
N i |
4.4 On pose pour tout n € N, P(n) : u, = >5—.
Initialisation. Si n = 0, alors 251 = 1=1 = 0 = ug. Donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que P(n) = P(n + 1). Supposons P(n). Alors u,, = 2°=L. Montrons

2
P(n + 1). Par définition de la suite,

5" —1
Upt1 = dUp +2 =15 5 +2 par hypothése de récurrence
5t 544
B 4
5n+1 -1
=0
Donc P(n + 1) est aussi vraie.
Conclusion,
5" — 1
VneN, u, = 5

4.5 On pose pour tout n € N, P(n) : u,, = 4" — (—=2)". Procédons a une récurrence double.
Initialisation. Si n = 0, alors 4" — (=2)" =1 —1 =0 = ug. Donc P(0) est vraie.
Sin =1, alors 4" — (=2)" =4 — (=2) = 6 = u;. Donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que (P(n) ET P(n+1)) = P(n + 2). Supposons P(n) et P(n + 1).
Alors uy, = 4™ — (=2)" et w41 = 471 — (=2)". Par définition de la suite,
Up2 = 2un+1 + Buy
=2 (4" — (=" +8(4" — (-2)")
par les hypotheses de récurrence
=2x 4" —2x (=) 42 x4 x 4" — (—4) (=2) (=2)"
=2 x4 2 x (=2)"T 42 x4t — (—4) (—2)" !
=41 (2+2) - (-2)" (2-4)
—qnt2 _ (—g)" P2,
Donc P(n + 2) est aussi vraie.
Conclusion,

(VneN, u, =4"— (-2)" |

2 2 2
udtui+etul

4.6 Soit (un), ey € RN la suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, w41 = 1T

calculer les premiers termes. On a

. On commence par
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Puis,
gy = ol I+l
2 2
Et encore,
wtui+ud 14141
3 3

1.

ug =
On conjecture alors le résultat suivant :
Vn e N, Uy, = 1.

Procédons & une récurrence forte. On pose pour tout n € N, P(n) : u, = 1.
Initialisation. Si n = 0, alors uy = 1 par hypothése. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Montrons que (Vk < n, P(k)) = P(n+ 1). Supposons que pour tout k € [0;n],
P(k) est vraie. Alors pour tout k € [0;n], ur = 1. Montrons que P(n + 1) est vraie. Par définition de la

suite, on a
wd+ud4o+ul 141441

U = = ar hypothese de récurrence.
n+1 nt1 nt 1 p yp
Donc up 11 = 255 =1 et P(n+ 1) est aussi vraie.

Conclusion, pour tout n € N, P(n) est vraie :

’VnGN, Uy = 1.

5. Calcul dans R. Je vous présente pour chaque question deux méthodes de résolution. Par analyse-synthese ou

directement par équivalences. N’hésitez pas & vous entrainer sur les deux.

5.1 Par analyse-syntheése : soit z € R. On a

Va2 —1=2+42 = 2?2 —1=(z+2)° =22+ 4z +14
= 4z = -5

N 5
r=—=.
4
Synthese : de plussiz = =3, ona Va2 —1=/2 -1=/F =3 etx+2=-2+2=2 donc —3 est

une solution. Conclusion,
5
Vai—-l=z+2 & z=—7l

Par équivalences : soit x € R.

Vat—1l=z+2

?—1=(@+2)°=2>442+4 BT 2>~ 120 BT 2+2>0
2

3

& 4dr=—-5 ET z°>1 ET = > —2

PN x:—g ET2z?>>1 ET 2 > -2
- 5
r=—-
4

Conclusion,

)
Vaz—-l=z+2 & z=—7\

5.2 Par analyse-syntheése : soit € R. On a

Ver—1=vV2z+1 = z—-1=2zx+1
= =2

Synthese : de plus si x = —2, on a /o — 1 = /—3 n’existe pas!

Conclusion, | cette équation n’admet aucune solution ‘
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Par équivalences : soit x € R.

Ve—1=vV2zr+1 = x—1=2x4+41 ET 2—1>0 ET 22+1>0

< xr =

1
—2 ET x>1 ET x}—i,

ce qui est impossible. Conclusion, ‘ cette équation n’admet aucune solution |.

5.3 Par analyse-synthése :

soit z € R. On a

Vi+5=vV2r+2 = 2+5=2x+2

= x=3.

Synthese : de plus si z = 3, on a vz +5 = V8 = 2v/2 et V22 +2 = /8 = 2/2. Donc & = 3 est une

solution. Conclusion,

‘\/ac+5=\/2:1:—|—2 & sz.‘

Par équivalences : soit z € R.

Ve+5=v2x+2 & T+

Conclusion,

5.4 Par analyse-syntheése :

=4 T =
<~ xr =

5=2xr+2 ET +5>20 ET 2¢+22>0
x =

3 ET x> —5 ET —1

3.

Vet5=V22+2 & =3

soit z € R. On a

202 —x —3=x+1

= 22 —zx—-3=x24+2x+1
= 22 -3z —-4=0.

Soit A le discriminant associé, A = 9 4+ 16 = 25. Donc =z = % =4ouzx =32 = —

2

1. Synthese : si

r=4,onaVv222—r—-3=+32-4-3=5=2x+1Donc x = 4 est une solution. Si = —1, alors

V222 — 2 —-3=42+1-3=0= —1+1 Conclusion,

202 —zx—3=x+1

= r=4 OU z=—1.

Par équivalences : soit z € R.

54
-~

V22 —x—3=x2+1
202 —x —3=2%+2
22—3x—4=0 ET 2

+1 ET 22°—2—-3>0ET 2+1>0

z
> —1.

1‘2—1‘—320 ET x

Soit A le discriminant de 22 — 3z —4 =0, on a A = 9 + 16 = 25. Donc les racines associées sont % =
et 32;5 = —1. De plus, si A’ le discriminant de 222 — 2 — 3, A’ = 1 + 24 = 25. Donc les racines associées

. 1-5 145 _
sont == = 1et =

=

54

Conclusion,

5.5 Par analyse-syntheése :

%.Ainsi
22—z —-3=x+1
(x=-1 0oU z=4)

r=-1 0U =4

3
ET (x<—1 ou x>§> ET z > —1

202 —x —3=x+1

& r=4 OU z=—1.

soit z € R. On a

x=-1++a2-2

6/

= x+1=+vx2-2

= 2 +2+1=2%2-2

5 p=-3
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Synthese : si z = —%, onaVai-—2 = «/% —% = % =+ —% =14+ x Donc z = —% n’est pas solution.
Conclusion,

= —14 v/x2 — 2 n’admet aucune solution.

Par équivalences : soit x € R.

r=—-14+vV22-2 & z+1=v22-2

o 2?2+ 2+1=22—-2ET 2+1>0 ET 2% -2

3
& z=-—3 BT z>-1 BT 2% > 2,

ce qui est impossible. Conclusion,

= —1+4 +v/x2 — 2 n’admet aucune solution.




