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Correction de l’'interrogation 22
d’entrainement
Dimension

1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

Soit E un espace vectoriel non nul de dimension finie. De toute famille ¢ finie de vecteurs de E, génératrice
dans FE, il existe une sous-famille Z de ¢4 qui soit une base de E.

Soient E un espace vectoriel non nul de dimension finie, 4 une famille génératrice de FE et £ une famille
libre de E. En ajoutant des vecteurs de ¢ a %, il est possible de construire % une sur-famille de £ qui
soit une base de E.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit .% une famille de vecteurs de E. Si (au moins) deux des
assertions suivantes sont vraies

1. Z est génératrice dans E.

2. . est libre.

3. Card (%) = dim (E).
Alors % est une base de FE.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Si (au moins)
deux des assertions suivantes sont vraies

1. FCG
2. GCF
3. dim (F) = dim (G).
Alors F' =G@.
Soient n € N*, p € N*, E un espace vectoriel de dimension n et # = (uq,...,u,) € EP une famille de p

vecteurs de E. Alors
o .7 est génératrice dans F si et seulement si rg (%) = n.
o .7 est libre dans E si et seulement si rg (%) = p.
o .Z est une base de E si et seulement si rg (%) =n = p.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de . On a
dim (F 4+ G) = dim (F) 4+ dim (G) — dim (F N G) .

De plus, F' et G sont supplémentaires dans E si (au moins) deux des assertions suivantes sont vérifiées :

1. FNnG = {OE}

2. F+G=E.

3. dim (F') + dim (G) = dim (E).
Une commode est décrite par sa largeur, sa longueur et sa profondeur donc elle est de dimension... Piege!
Une commode n’est pas un espace vectoriel. En effet si vous prenez deux cintres appartenant a la commode
alors la somme des deux cintres n’est pas un cintre évidemment (ou alors c’est un cintre pour manteau de
chameau... mais cette extension est hors programme de ptsi). Donc la commode n’est pas stable (méme
avec une cale) par addition et n’est donc pas un espace vectoriel, il est donc absurde de parler de dimension.

Bref, la question n’était pas commode. De plus le théoreme de Grassmat’ dit qu’il vaut mieux s’intéresser
au lit.
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2. Déterminer la dimension d’un espace vectoriel.
x

2.1 Soit £ = {(1:, y,z) € R3 §$+—23:; i_ z B 8 } Soit u |y| € R3. On a les équivalences suivantes :
z
2 =
weE z+2y+2=0
3xr—y—2z=0
2 =0
Tyt Lg(—LQ—SLl
—Ty—42=0
o {x=—2y—z—7z—2—§
y=—372
z/7 L1
& u= |—4z/7| == |4
7
z 7
D’ou
1
E = Vect —4
7
1
Posons e = | —4| et Z = (e). Puisque e # Ogs, & est libre et génére E donc est une base de E. Conclusion,
7

F est une droite vectorielle :

‘dim (E) = Card (B) = 1. ‘

2.2 Soit E = Vect ((3,0,1), (2,—1,—1),(1,1,2)). Les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré
donc par opérations élémentaires, on a

1 2 3
FE = Vect 1f{,(-1],10 Cy O3
2] |-1] [1
1] [o] [oO
—Veet | [1],[=3],]-3 22:22:§g1.
2| |5 |-5 3 3 1
Puisque Cy = Cj3, on enléve Cy :
1 0
E = Vect 11,1-3
2 -5

Posons # = ((1,1,2),(0,—3,—5)). Par ce qui précede £ est génératrice dans E et composée de deux
vecteurs non colinéaires donc Z est libre et forme une base de E. Conclusion, E est un plan vectoriel :

| dim (B) = Card (%) = 2. |

2.3 Soit P =ag + a1 X + asX? + a3 X € R3[X]. En notant toujours P la fonction polynomiale associée, on a

1 1 t=1
/ P(t)dt:/ ao + art + ast? + ast® dt = [(ZotJr By2 y D243 @t‘*} —ap+ 24245
0 0 2 3 4 t=0 2 3 4
Par conséquent,
1
ay ag as ai as as
P t dt = 0 == —_— _— _— = 0 =S _ - = _ —.
/0 ®) ottty L N N

Ainsi,

E = {—%—%—%+G1X+GQX2+CL3X3 ERg[X] ‘ (al,ag,ag) ERS}

_ {%(zx—lw% (38X —1) + 2 (4X* — 1) € Ry[X] | (a1, a2, 3) € B |
={d1 (2X — 1)+ dz (3X* — 1) + d3 (4X°® — 1) € Ry[X] | (1, d2,d3) € R }
= Vect (2X — 1, 3X* — 1, 4X° — 1)

2/fi4
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Posons & = (2X —1,3X2 —1,4X3 — 1). A est génératrice dans E. De plus & est une famille de polynémes
de degrés distincts. Donc & est libre et donc est une base de E. Conclusion,

| dim (E) = Card (%) = 3. |

2.4 Soit F = {(“n)n%\f € RN \ Vn =4, u, =0}. On pose u = (up),cy = (1,0,0,...) € RN, v = (v3),,cn =
(0,1,0,0,...) € RN, w = (wp),eny = (0,0,1,0,0,...) € RN et = (z,),cy = (0,0,0,1,0,...) € R et
P = (u,v,w, ). Montrons que & est une base de F.

o Soit (Ag, A1, A2, A3) € R tel que Agu+ A v+ Aaw + A3 @ = Ogn. Posons y = Agu+ A\ v+ dgw + A3z
alors

Y=o (1,0,0,...) + A (0,1,0,0,...) + A2 (0,0,1,0,0,...) + A3 (0,0,0,1,0,...)
= (A03A17A27A370,0,...).

i.e. en notant y = (Yn),cny ON @ Yo = Ao, Y1 = A1, Y2 = A2, Y3 = A3 et pour tout n > 4, y, = 0. Mais
y = Opn donc pour tout n € N, 4, = 0. En particulier

A =A1 =X =23 =0.

Donc & est libre.

e Soit ¥y = (Yn)pen € RYN. On a les équivalences suivantes :

yek
= Yn>4, y, =0
& y = (Yo,Y1,Y2,¥3,0,...) =40 (1,0,0,...) + 41 (0,1,0,...) + 42 (0,0,1,0,...) + +y5 (0,0,0,1,...)
Aad Y = YoUu + v + Yyow + ysz.
Donc

E = Vect (u,v,w, z) = Vect (#)
et A est génératrice dans F.

Ainsi, Z est une base de E. Conclusion, F est de dimension finie et

| dim (E) = Card (%) = 4|

2.5 On a les égalités ensemblistes suivantes :

a11  aiz2 @13
G22 A23 € M3 (R) a12 = az21, A13 = G31, a23 = A32
azi1 asz2 ass

73 (R)

|
Q
N}
—

a1 a2 G13

6
azy azs | € M3 (R) | (a11,a12,a13,a22,0a23,a33) € R
ais az3 ass

|
Q
=
S

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O
= Vect o o0oo0}J,{f200),{0 0 O0),{0 1 0,0 01 0 0 O
0 0 0 0 00 1 00 0 0 0 01 0 0 01

=%

Donc £ est génératrice dans .3 (R). Notons % = (e1, €2, €3, €4, €5, €6). Soient (A1, A2, A3, Ay, As, Ag) € RS
6
tel que Z A; e; = 03. Alors,

i=1

A1 Ao A3
)\2 )\4 /\5 :03 = >\1:>\2:)\3:)\4:)\5:>\6:0R~
A3 A5 Ag

Donc £ est libre. Donc & est une base de .3 (R). Conclusion,

| dim (74 (R)) = Card (%) = 6. |

314
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3. Compléter une famille libre en une base.

20 —2y+32—3t=0

. o 4
3.1 SOltF—{(IvyaZ7t)€R _x—|—y—|—2—t:0

}. On a les égalités ensemblistes suivantes :

F—{xy,zt eR T4 y4z2—t=0 Ly« 11+ 2Ly
o 4 z=1
_{xy,zt eR —:zz—l—yzo}
o 4 Z:t}
—{xy,zt eR z=y
={(z,z,2,2) ER4| )ER2}

1 0
1 0
= Vect NERE
0 1
—_——
Br

PBr engendre I et est composée de deux vecteurs non colinéaires donc % est libre et est donc une base
de F'. Ainsi dim (F') = Card (%) = 2.

0
. . 1
On constate que les pivots manquants sont en coordonnées 2 et 4. Posons B = 0 et G =

)

0
0
0
0 1
Vect (Ba). Ba est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires et B engendre G donc est une

base de G. En particulier dim (G) = Card (%) = 2.
Alors

o dim (F) 4+ dim (G) = 2+ 2 =4 = dim (R?).

e Meéthode 1 : par le caractére libre. Posons

1 0 0 0
1 0 1 0
%_(%FV%G)_ ol 111’ 1ol’ o
0 1 0 1
Soient (/\17 Ao, Az, /\4) € R?* tel que
1 0 0 0 A1
1 0 1 0 AL+ A
Aol FA2 ] A3 o] A | = Ore = 1A2 3 = Opa
0 1 0 1 A2+ Ay

= )\1:>\2:>\3:)\4:0.

Donc £ est libre. Donc par le théoreme de la base adaptée, F' et G sont en somme directe.

e Méthode 2 : par le caractére générateur. Les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré



-
( i |
e o ovtcns Mathématiques PTSI, IntEnt22 Cor 2025-2026

donc

F + G = Vect (Br) + Vect (%¢)

17 o 0 0
1 0 1 0
= Vect ol 11l 1ol lo
0] 1] [O0f [1]
17 [o] [o] [oO]
_ of (o] [1] o Cr+C1—Cs
=veet | Aol [1] 7 {o| |o Oy Cy— C4
0] 10] [Of [1]
17 [0] [o] [O]
0 1 0 0
= Vect ol lol 111 1o Cy < Cs
0] 10] [Of [1]
=R? car on reconnait la base canonique de R*.

Naturellement les deux méthodes sont au choix, ne pas faire les deux lors de l’évaluation.
Conclusion,

G = Vect est un supplémentaire de F.

o o = O
= O O O

3.2 La famille .2 est formée de deux vecteurs non colinéaires donc . De plus, on a
Z=(1+2X+3X>+4X°1- X + X* + X?)
%(—3+6X—X2,1—X+X2+X3) Ci + Cy — 4Cs.

On constate alors que des pivots sont manquants en 1 et en X.
Posons & = (1,X, 14+2X 4+3X%2+4X3,1 - X +X2+ XS). Alors,
o Méthode 1 : par le caractére libre. Soit (a,b,c,d) € R* tel que

a+bX +c(1+2X +3X*+4X°) +d (1 - X + X+ X*) = O[y).
Deés lors,

atct+d+(b+2c—d) X+ (3c+d) X? + (de + d) X* = O

at+c+d=0
b+2c—d=0
<~
3c+d=0
4c+d=0
at+c+d=0
b+2c—d=0
- +ec Ly+ Ly—Ls
3c+d=0
c=0

& a=b=c=d=0.

Donc & est libre.

e Méthode 2 : par le caractére générateur. Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré.
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On a donc
Vect () = Vect (1, X,1+2X +3X> +4X° 1 - X + X* + X?)
: C3+ C3—Cp —2C
2 3 2 3 3 3 1 2
fVect(l X, 3X°+4X°, X +X) Oy Cy— Oy + O,
= Vect (1, X, X? + X? 3X? + 4X?) Cs < Cy
= Vect (1, X, X* + X°, X?) Cy + Cy — 3C5
= Vect (1, X, X%, X?) C3+ C3—Cy
= R3[X] car on reconnait la base canonique de R3[X].

Donc A est génératrice dans Rs[X].
o De plus Card (#) = 4 = dim (R3[X]).
Naturellement les deux méthodes sont au choix, ne pas faire les deux lors de l’évaluation.
Conclusion,

‘,@ est bien une sur-famille de . et une base de R3[X]. ‘

2a +4b+4c—3d =0 b
a—b—c—d=0 .SoitAz(a d)EJ/é(R).Onaleséquiva—
5b+ 5¢ — 8d =0 ¢

lences suivantes : On a les égalités ensemblistes suivantes :

3.3 Soit F — (‘c‘ Z) € M5 (R)

2a +4b+4¢c—3d=0

AeF & a—b—c—d=0
50+ 5¢c—8d =0
a—b—c—d=0
2a +4b+4¢c—3d =0 L1 < Ly
504+ 5¢c—8d =0
a—b—c—d=0
6b+4+6¢c—d=0 Lo+ Ly —214
504+ 5¢c—8d =0
a—b—c—d=0
b+c+7d=0 Ly <+ Ly — L3
5b+5¢c—8d =0
a—b—c—d=0
=4 b+c+7d=0 L3+ L3 —5Ly
—43d =0
a+c—c—0=0
b=—c
d=0
a=20
b=—c
d=0

A

-0 7))
F = Vect (((1) _01)>.

~—_——
Br

D’ou,

PBr engendre F et est constituée d’un vecteur non nul et est donc libre. Donc %r est une base de F et
dim (F) = Card (BF) = 1.

6 /14
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On constate qu’il manque des pivots dans les coordonnées 1, 3 et 4.

Posons B = (<(1) 8) , ((1) 8) , (8 (1))> et G = Vect (%Bg). Be est libre en tant que sous-famille de la

base canonique de .#5 (R) et engendre G donc %¢ est une base de G et donc dim (G) = Card (%) = 3.
e dim (F) +dim (G) = 1 + 3 = 4 = dim (. (R)).
e Méthode 1 : par le caractére générateur. On a

0 -1 1 0 0 0 0 0
F—i—G:Vect(%p)—i—Vect(%G)=Vect(%p,%g):\/ect(<1 0),<0 0),<1 0>7<0 1))

Or les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré. Donc

—1 1 0 0 0 0 0
F+G:V6Ct(<o 0)’(@ 0)’(1 0)’(0 1)) GreGi-0G

Sl DL aca

:%2 (R)v

o

o

car, quitte & permuter les vecteurs, on reconnait la base canonique de .Z5 (R).

o Méthode 2 : par le caractére libre. Posons B = (Br, Ba) = <<(1) _01) , ((1) 8) , ((1) 8) , <8 (1)>>
Soit (a,b,c,d) € R* tel que

0 -1 10 0 0 0 0
“(1 0)”’(0 0)“(1 0)+d<0 1)202'

Alors,
b=0
b —a)_ —a=0 L
(a+C d = 09 & atc=0 & a=b=c=d=0.
d=0

Donc £ est libre. Donc par le théoréme de la base adaptée, F' et G sont en somme directe.

Naturellement les deux méthodes sont au choiz, ne pas faire les deux lors de l’évaluation.
Conclusion, par le deux points précédents,

1 0 0 0 0 0 . .
G = Vect ((0 O> , <1 0) , (0 1)) est un supplémentaire de F'.

3.4 Soient E un espace vectoriel et Z = (e, ..., ey) une base de E. Pour tout k € [1;n], on pose e, = Zle 1€;.
o Puisque # est une base de F, on a dim (E) = Card (#) = n. Donc on a déja

Card (#') = n = dim (E) .

o Montrons que &’ est libre (presque identique d la question 3.3 de Uinterro d’entrainement 19). Soient
(M, An) €K™ tel que Y1, A\pex = 0p. Alors

n n k
O = Z)"“Ek = Z)"“Ziei'
k=1 k=1 =1
On reconnait une somme triangulaire. Donc
n n
OE = Z (Z >\k> iei

Or la famille # = (eq, ..., e,) est libre donc

Vi € [1;n], (Z)\k>i:OK = > Ae=0g car i # 0.

k=i
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On obtient donc le systéme triangulaire suivant :

MAdo+-+ A =0
Aot A =0

An =0.

Ce systeme est possede n pivots et n lignes et donc ne présente qu’une seule solution : A\, = \,_1 =
-+ =X; = 0. Donc £’ est libre.

Conclusion,

A’ est une base de E.

20 +22—2t =0 } On a

oo 4
3.5 801tF—{(x7y,Z7t)€R T+2y+32—-5t=0

—4dy —4z+8t=0 }
_ 4 Yy—=z _
F—{(x,y,z,t)ER v+ 2+ 32— 5t=0 Ly + L1 — 2Ly
B Al y=—2+2t }
*{“”’” R os 435t =0
B 4 yz—z—i—?t}
—{xy,zt eR = it
={(—z+t,—2+2t21) €R4|zt ERZ}
-1 1
-1 2
= Vect 11010
0 1
— B

HBr engendre donc F' et est formée de deux vecteurs non colinéaires. Donc A est libre et est une base de
F. Donc dim (F') = Card (%r) = 2.
On constate que B est échelonnée sur les derniéres coordonnées, on la compléte donc de la fagon suivante :

1 0
Posons B = 8 , (1) et G = Vect (Bg). La famille B¢ est libre en tant que sous-famille de la
0 0

base canonique et engendre G donc est une base de G. Donc dim (G) = Card (%) = 2.
o dim (F)+dim (G) =2+ 2 =4 = dim (# (R)).

1 0 -1 1
. \ . 0 1 -1 2
o Méthode 1 : par le caractére libre. Posons B = (Bg,PBr) = ol Lol 111 o Soit
0 0 0 1
()\1, A2, Ag, /\4) € R* tel que
1 0 -1 1
0 1 -1 2
A1 0 + Ao 0 + A3 1 + A4 0 = Opa.
0 0 0 1
Alors,
A1 — A3+ Ay
AQ_A;”A‘* 0 & A=Az ==\ = 0.
3
A4
Donc £ est libre. Donc par le théoreme de la base adaptée, on en déduit que F' et GG sont en somme
directe.

/14
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e Méthode 2 : par le caractére générateur. On a
1 0 -1 1
0 1 -1 2
F+G=G+ F =Vect (%) + Vect (Br) = Vect (B, Br) = Vect ol ol L 11 lo
0 0 0 1

Or les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré. Donc

1 0 0 0
. 0 1 0 0 C3+ C3+C1+Cy
F 4+ G = Vect ol lol 11l 1o Cy+ Cy—Cp —2Cs
0 0 0 1
=R* car on reconnait la base canonique de R*.

Naturellement les deux méthodes sont au choix, ne pas faire les deux lors de l’évaluation.
Conclusion, par les deux points précédents,

G = Vect est un supplémentaire a F'.

o o o=
SO = O

4. Calcul du rang.

4.1 Soit & = (3 +X+X25-2X23X+X21-X+ X2). On a les égalités suivantes entre réels :

02 — 02 +2cl7

rg (F) =rg (X*+ X +3,2X +11,2X — 3, -2X — 2) C3 <+ C3—Cy,
C4 <—C4—C1
=rg (X*+ X +3,2X +11,-14,9) gz :gijrgz
9
=r1g(X?+ X +3,2X +11,-14,0) C4<—C3+ﬁ03

=1g (X?+ X +3,2X + 11, -14)

La famille Z = (X2 + X + 3,2X + 11, —14) est une famille de polynémes de degrés distincts et est donc

libre. Donc rg () = Card (£) = 3. D’ou,

rg (F) = 3.

NB : puisque Card(F) = 4 > 3 = dim (Ra[X]), on savait dés le départ que F était lide ou encore que

rg(F) < 3.
4.2 Soit Z = ((1,0,-2),(4,2,1),(~1,3,1),(0,3,3)). On a

02 (—02—401,
03 €03+01

) 04(—04—03
0
0
1

C3 — 203 —3Cy

C4 — i04

reg

S~ N oo lwwo

0 0
car 0 =-2910
—-29 1

reg

(e
()
(B
)

O NV DOD OND ONODO ©OoNno

(¢
) (¢
) (%)
)¢
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Puis,

1 0 0

C; «+C1+ 203
rg(F)=r 0],12],10

g( ) g 0 0 1 CQ — CQ — 904
1 0 0

=g {0]),[1]).[0 Cy 30,

0 0 1

=Z

On reconnait alors . la base canonique de R® qui est notamment libre. Donc rg (.£) = Card (&) = 3.
Conclusion,
rg(F) = 3.

NB : puisque Card(F) = 4 > 3 = dim (R3), on savait dés le départ que F était liée ou encore que
rg(F) < 3.

Soient P € R[X], deg(P) = 2 et & = (P, P',P",P® P®). Puisque deg(P) = 2, on sait que P®) =
P® = 0. Donc rg(F) = rg(P, P, P"). Puisque deg(P) = 2, on sait également que deg(P’) = 1 et
deg(P") = 0. Donc .Z = (P, P, P") est une famille de polynémes de degrés distincts. Donc .Z est libre.
Ainsi rg () = Card (.¢) = 3. Conclusion,

rg (F) = 3.

Soit Z = ((2),en > (M) en s (M) ey » (54 2n), o) - Puisque (54 2n), . = 2 X (2),,cn + 2 X (1), 00 €n
déduit que

rg (ﬂ\) =rg ((2)TLEN ’ (n!)nEN ’ (n)neN)
-z
Montrons que .Z est libre. Soit (A1, A2, A3) € R? tel que Ay (2),, o + A2 (n!),,cy + A3 (1), = Opr Le.

Vn € N, 2A1 +Xon! + A3n = Og.
En particulier, pour tout n € N*, n! # 0 et donc,

s
(n—1)

2
7'>\1_|_>\2_|_ 0.
n.

Donc par passage a la limite, Ay = 0. Ainsi, A; (2),,cn + A3 (n),,cy = Oge. De plus, sin =0, on a
2M+230=0

et donc Ay = 0. Alors, A3 (n),cy = Oy = Ogr. En évaluant en n = 1 on obtient enfin que A3 = 0. Et
finalement Ay = Ay = A3 = 0 et donc .Z est libre. Donc rg (.£) = Card (.£) = 3. Conclusion

rg (F) = 3.
Soient & > 0 un réel strictement positif et £ = .7 ([—¢,¢],R). On considére dans F la famille
F = (fr: x> cos(x), fa : x> xcos(x), fz : x> z” cos(z)) .

Soit (A1, A2, A3) € R3 tels que A\ fi+A2 fa+ A3 f3 = 0. On obtient alors les égalités asymptotiques suivantes :
pour tout = au voisinage de 0,

0= A1 fi(z) + A2 fa(z) + A3 f3(2)
= (A1 +A2z+ A xz) cos(z)

22
Oxio ()\1+)\2x+)\3x2) (1 -3 +0(;v2)>
:1:2
miO A — A1 5 +o (3?2)
+ X +o (x?
+ X322 o (x?

A
0 :0)\1+)\2$+ ()\3——1):52—1—0(1‘2).

— 2

10/14
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Par unicité du développement limité, on en déduit que Ay = Ay = A3 —% =0et donc A\y = Ay = A3 =0.
Donc la famille .# est libre. Conclusion,

|rg(F) = Card (7) = 3. |

5. Montrer la supplémentarité a ’aide de la dimension.
5.1 Soient F = {P € Ry[X] | P(0)=P(1)=0} et G={P e Ry[X]| P(2)=0}.
o D’une part montrons F et G sont en somme directe i.e. ont une intersection réduite a {0}. Soit
P € Ry[X]. On a les égalités suivantes

Pe FNG & Per
PedG
PO)=P(1)=0
P(2)=0
= 0, 1 et 2 sont racines de P
& P = Op,x] car deg (P) <2 < 3= Card ({0,1,2}).
Ainsi,
FNG= {ORQ[X]} (1)

et F' et G sont en somme directe.

e D’autre part, on a
F = {a0+a1X+a2X2 GRQ[X] | apg = ag + ay + az :O}

- {a0+a1X+a2X2 € Ry[X] ’ a0 =0 }

— {as (X> = X) € Ry[X] | a2 €R}
= Vect (X2 -X).

—_———

Puisque X2 — X est non nul, % est une base de F et donc dim (F) = Card (%) = 1. De plus,
G= {a0+a1X+a2X2 € Ry[X] { ao + 2a1 + 4ag = O}
= {a2X2 + a1 X — 2a1 — 4as € Ry[X] | (a1,a2) € RQ}
={as (X*>—4) +ay (X —2) € Ro[X] | (a1,a2) € R*}
= Vect (X* —4,X —2).
T

La famille ¢ est une famille de polynémes de degrés distincts est donc libre. Or A engendre G et
est donc une base de G. Donc dim (G) = Card (%) = 2. Ainsi,

dim (F) + dim (G) = dim (R [X]) . (2)
Conclusion, les points (1) et (2) démontrent que .
5.2 SoientF:{(x,y,z)ERS|3:17+2yfz:0}etG:Vect 8
~1
0 0
e Soitue FNG alorsu € G et donc il existe A€ Rtelqueu=A| 0| =] 0 |.Mais u € F donc
-1 —-A

0=3x04+2x0—(=X)=2A.
Ainsi u = Ogs. D'ot FNG C {Ogs}. Or {Ogs} € F NG. Donc

FNG = {0gs} (1).
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o D’autre part,
F={(zy,2) eR3 ’ z=3z+2y}
= {(x,y,3x+2y) eR3 ‘ (z,y) € RQ}

= Vect

—Bp

La famille #Fr engendre F' et est composée de deux vecteurs non colinéaires donc Hr est libre et est
0

une base de F. Donc dim (F) = Card (#F) = 2. Enfin [ 0 ] est non nul donc forme une famille libre
-1
engendrant G donc une base de G. Ainsi dim (G) = 1 puis,

dim (F) + dim (G) =2+ 1 = 3 = dim (R?).. (2)

Conclusion, par (1) et (2), on obtient que ‘ F et G sont supplémentaires dans R? ‘

5.3 Soient F = { M € 4, (R) | tr(M) =0} et G = Vect (((1) 8))

e Soit M € .5 (R). On a les équivalences suivantes :

McFnNnG N MeF
MeG
tr (M) =0
= HAER,M:)\<1 0)
0 0
A0
- A_O’M_(O o)
And M:O2
Donc
FNG={0s}. (1)
e Ona
b
F:{(Z d)e‘///Q(R) a+d:0}
_Jfa b 3}
_{(C —a>€j/2(R) (aab,C)ER

({3 0)0)009)

Br

La famille Zr engendre F. Soit (A1, A2, A3) € R? tel que

1 0 0 1 0 0
w(p ) () b)) en(] D) =0

Alors,
A A
</\i _§\1>:02 = )\1:)\2:/\3:0R-
Donc & est libre. Donc & est une base de F. Ainsi dim (F') = Card (%r) = 3.

Puis B¢ = ((é 8)) engendre G et est libre (car la matrice est non nulle) donc forme une base de

G et done dim (G) = Card (Bg) = 1. D’on
dim (F) + dim (G) = 3+ 1 = 4 = dim (. (R)). 2)
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Conclusion, par (1) et (2), on obtient que ‘ F et G sont supplémentaires dans .#5 (R) ‘

5.4 Soit F' = Vect ((1,0,1),(0,4,0),(1,-2,1)) et G = Vect ((1,0,0)). Puisque les opérations élémentaires ne
modifient pas ’espace engendré, on a

1
F=vVect| |0|,|1],]|-2 gQ:éCZ_C
1 0 0 3 3 1
On remarque alors que C3 = —2C5. Donc
1 0
F = Vect 0,11
1 0
—_———
Br

La famille Zr engendre F' et est libre car ses deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc % est une base
1

de F et dim (F) = Card (#F) = 2. Posons Bg = 0| |. La famille B¢ engendre G et est constitué
0

d’un seul vecteur non nul donc est libre. B¢ est une base de G et dim (G) = 1.

« On a donc dim (F) + dim (G) = 2+ 1 = 3 = dim (R?).

e De plus,
1 1 0
F+G =G+ F = Vect (%) + Vect (Br) = Vect (Bg, Br) = Vect | |0], 0], |1
0 1 0
Or les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré. Donc
17 [o] [O]
F+ G = Vect 0 s 0 s 1 Cy+ Cy—C4
0] 1] |[O]
[17 [o] [0]
= Vect 0],]|1{,10 C3 + Cy
0] 0] [1]
=R3 car on reconnait la base canonique de R3.

Donc par les deux points précédents, on en déduit que

‘ F et G sont supplémentaires dans R?. ‘

5.5 Soient F' = R3[X] et G = Vect (X°, X + X*). Posons % = (X°, X + X*). La famille ¢ engendre G et
possede deux vecteurs non colinéaires donc est libre. Donc ¢ est une base de G et donc dim (G) = 2.
Notons #r = (1, X, X?) la base canonique de R3[X].

e On adim (F)+dim (G) =4+ 2 =6 = dim (R5[X]).

o Soit B = (%Br,Bc) = (1,X,X* X + X* X®). La famille # est une famille de polynomes de degrés
distincts et est donc libre. Donc par le théoréme de la base adaptée, F' et G sont en somme directe.

Par ces deux points, on en déduit que

‘F et G sont supplémentaires dans Rs[X]. ‘

5.6 Soient F = {P € Rs[X]| | P(3) =P'(3) =P"(3) =0} et G =Ry[X]. On a

F= {P € R;[X] ] (X —3)% divise P}
{

(X -3)°Q|QeRslX] }.
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Soit P € R5[X], par le théoréme de la division euclidienne, on sait qu’il existe un unique couple (@, R) €
Ry[X] x Ro[X] tel que

P=(X-3°Q+R
Donc P € F + G. Ainsi R5[X] C F 4+ G. Or F et G sont des sous-espaces vectoriels de R5[X] donc
F + G C Rs[X]. Ainsi R5[X] = F 4+ G. De plus, toujours par le théoréme de la division euclidienne, la
décomposition est unique. Soit (P, R1) € F' x G et (Pa, Ra) € F' x Ry tel que

P+ Ry =P+ Rs.

Posons P = P, + Ry = P, + Ry. Puisque Py € F, il existe Q1 € Ry[X] tel que P, = (X — 3)3 Q1 et de
méme il existe Q2 € Ro[X] tel que P, = (X — 3)3 Q>. Donc

P=(X-3°Qi+R =(X-3)°Qs+ R
Or deg (Ry) < 3 =deg ((X - 3)3) et deg (R2) < 3 = deg ((X - 3)3). Par unicité de la division euclidienne,

on en déduit que Ry = Ry et Q1 = ()2. Donc P; = P ce qui démontre 'unicité de la décomposition. Donc
F et G sont en somme directe. Conclusion,

‘F et G sont supplémentaires dans Rs[X]. ‘
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