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Correction de l’'interrogation 25
d’entrainement
Applications linéaires 11
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1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

Soient E et F' deux espaces vectoriels, .# = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E et f € .Z (E, F).
Alors

o Si f est injective et .Z libre alors f (F) = (f (u1),..., f (uy)) est libre.
o Si f est surjective et & est génératrice dans E alors f (%) est génératrice dans F'.
o Si f est un isomorphisme et # une base de E alors f (%) est une base de F.

Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € £ (E, F). On suppose E de dimension finie égale & n € N*.
Soit # = (ey,...,e,) une base de E.

o f est injective si et seulement si f (%) = (f (e1),..., f (e,)) est une famille libre de F'.
o f est surjective si et seulement si f (#) est une famille génératrice de F.
o f est un isomorphisme si et seulement si f (%) est une base de F.
Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € £ (E, F).
o Si f est injective alors dim (E) < dim (F).
o Si f est surjective alors dim (F) > dim (F).
o Si f est un isomorphisme alors dim (E) = dim (F).

Soient F et F' deux espaces vectoriels et f € £ (E, F'). On suppose E de dimension finie. Alors le rang de
f est défini par

rg (f) = dim (Im (f)) .
Soient E et F deux espaces vectoriels et f € £ (E, F). On suppose E de dimension finie. Alors,

rg (f) + dim (Ker (f)) = dim (F) .

Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € £ (E, F). Si deux des points suivants sont
vrais

o dim (F) = dim (F)
e f est injective
e f est surjective
Alors f est un isomorphisme.

Plus un individu & une haute image de lui-méme moins il a de coeur (& prononcer avec I’accent du nord),
et ce indépendamment de son rang social.

2. Appliquer le théoréme du rang.

2.1

On sait que la trace est linéaire et donc Im (Tr) est un sous-espace vectoriel de R. Donc
0 < dim (Im (Tr)) < dim (R) = 1.

Ainsi rg (Tr) = 0 ou 1. Or Tr(I,) = n # 0 et donc la trace n’est pas identiquement nulle et son rang est
donc non nul. Par conséquent rg (f) = dim (Im (f)) = 1. Puisque .#, (R) est de dimension finie, par le
théoreme du rang, on en déduit que

dim (Ker (Tr)) = dim (.#, (R)) — rg (Tr) = n® — 1.

Conclusion,

‘rg (Tr)=1 et dim (Ker (Tr)) = n* — 1.‘
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2.2 Méthode 1. Calculons Im (f). Puisque (1,X,X27 ... ,XQ”) est une base de Ry, [X], on a

Im (f) = Vect (f(1), f(X),..., f(X*"))
—Vect (1,0,X,0,X%,...,0,X")
= Vect (1, X, X?,...,X")
= R,[X].
Ainsi,
dim (Im (f)) = dim (R,,[X]) =n + 1.

Puis, comme R,,[X] est de dimension finie, par le théoréme du rang,
dim (Ker (f)) = dim (R, [X]) —dim (Im (f)) =2n+1—(n+1) =

Conclusion,

[dim (Im (f)) =n+1 et  dim(Ker(f)) =n.|

Méthode 2. Calculons Ker (f). Soit P = Y™ az, X*. On a

P € Ker (f) & f(P)=0g,x]
& Z askX* = Og,, ]

& Vk € [0;n], asx = Or par unicité des coefficients des polynomes
= P:CL1X+(13X3+-~-+(L2”,1X2”_1.

Ainsi,
Ker (f) = Vect (X, X?,..., X*"71).

Posons # = (X, X?,...,X?""1). La famille # est échelonnée en ses coordonnées donc est libre. Par ce
qui précede & engendre Ker (f). Donc £ est une base de Ker (f). Donc

dim (Ker (f)) = Card (%) = n.
Puis, comme R,,[X] est de dimension finie, par le théoréme du rang,
rg (f) = dim (Ry, [X]) — dim (Ker (f)) =2n+1—n=n+1.

Conclusion,

[dim (Im (f)) =n+1 et dim(Ker(f)) = n.|

2.3 Méthode 1 : par le noyau. SoitM:(Ccl 2)6///2 (R). On a
M € Ker (f) = f(M) =0
G a)-C a6 )=
< d)\1 1) 7™
N (a+c b+d) <a+b a—i—b)_o
at+c b+d c+d c+d) P
N (c—b d—a)i
a—d b—c) 0
{cbO
54
d—a=
b=c
-
a=d
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Par conséquent,
Ker (f) = {(Z 2) (a,b) 6R2}
el 0.0 2)

Posons 4 = ((é ?) , ((1) é)) Les matrices n’étant pas colinéaires, £ est libre. Or £ engendre Ker (f)

donc est une base de Ker (f). Donc dim (Ker (f)) = Card (#) = 2. Puis, comme .#5 (R) est de dimension
finie, par le théoreme du rang :

dim (Im (f)) =rg (f) = dim (A2 (R)) — dim (Ker (f)) =4 -2 =2.

Conclusion,

\dim (Im (f)) = dim (Ker (f)) = 2. \

M¢éthode 2 : par limage. Soit M = (Z 2

ron=( )¢ D-C D6
:(a+c b+d>_<a+b a+b)
at+c b+d ct+d c+d

7(c—b d—a)
" \a—-d b-c

:a(? 701)“’(701 (1)>+C<(1) —01)+d(—01 (1))
Im(f)zve“((? 701><701 ?)(é —01><—01 (1)>)

NB : Cela revient aussi a calculer les images de la base canonique.

) € M5 (R). On a

Par conséquent,

On observe que Cy = —C; et Cy = —C3. On peut donc enlever Cy et Cs :

i -ven(0 ). %)

Posons # = ((? _01> , <(1) Pl)) Les matrices n’étant pas colinéaires, Z est libre. Or % engendre

Im (f) donc est une base de Im (f). Donc rg (f) = dim (Im (f)) = Card (#) = 2. Puis, comme .#5 (R) est
de dimension finie, par le théoreme du rang :

dim (Ker (f)) == dim (#2 (R)) — dim (Im (f)) =4 -2 =2.

Conclusion,

\dim (Im (£)) = dim (Ker (f)) = 2. \

Puisque f est linéaire, Im (f) est un sous-espace vectoriel de R. Donc
0 <rg(f)=dim(Im(f)) < dim (R) = 1.
Par conséquent, on a deux cas :

o 1g(f) =0 et la fonction f est nulle. Dans ce cas Ker (f) = R"™ et donc ‘ dim (Ker (f)) = dim (R") =n ‘

e 1g(f) =1=dim(R). Or Im(f) C R. Donc Im (f) = R et f est surjective. Par le théoréme du rang,
comme R” est de dimension finie, on en déduit que ‘dim (Ker (f)) =dim (R™) —rg(f) =n—1 ‘ On
dit que Ker (f) est un hyperplan de R"™.

3/
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2.5 Puisque pour tout k € [1;n], e € €°° (R,R) (qui est un espace vectoriel) on en déduit bien que F C

¢ (R,R). Soit f € F en particulier f € € (R,R). On a alors
f e Ker(p) & f est solution de I’équation (E) f” —7f +10f =0 sur R.

L’équation (E) est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 & coefficients constants. Soit
(E.) : 72 — Tr + 10 I'équation caractéristique associée d’inconnu r € C. Soit A le discriminant associé a
(Ee)-

A=49—-40=9 > 0.

Donc les solutions de (E.) sont 752 = 2 et Z-2 = 5. Donc d’aprés le cours, I'ensemble des solutions de (E)
est donné par

R —- R R —- R R —- R
5’2{ b A 4 Bet ‘(A,B)G]RQ}:Vect< P N e5t>:Vect(eg,e5).

Attention a priori on résout (F) dans l’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R et rien ne nous
indique au départ que ces éléments seront tous dans le noyau de . Ici puisque e € F et e5 € F, on en
déduit que . est bien un sous-espace vectoriel de F' et donc toutes les solutions de (F) sont dans le noyau.
Conclusion :

Ker (p) = ¥ = Vect (eg, €5) .

Or ez et e5 ne sont pas colinéaires et donc forment une base de Ker (¢). On en déduit que
dim (Ker (¢)) = 2.

Or (e1,...,e,) est une base de F (admis) et donc dim (F) = Card(ey,...,e,) = n. Ainsi, F est de
dimension finie et par le théoreme du rang,

dim (Im (¢)) = dim (F) —rg(p) =n — 2.

Conclusion,

‘ dim (Im (¢)) =n — 2 et dim (Ker (¢)) = 2. ‘

NB : il est possible de déterminer I'image de . En effet, pour tout &k € [1;n],
v(ex) = ke — Tkey + 10es, = (k2 — Tk + 10) ek.
Or (e1,...,ey,) est une base de F'. Donc
Im (f) = Vect (f (1), ..., f(en)) = Vect (de1,..., (n* = Tn+10) e,) .
Orsik=2oub, k2 —7k+10 = 0. Donc
Im (f) = Vect (461, —2e3, —2ey, deg, . . ., (n2 —Tn+ 10) en) .

De plus, pour tout k € [1;n] \ {2,5}, k* — 7k + 10 # 0 donc par les opérations Cj, < Cy/ (k* — 7k + 10)
pour tout k € [1;n] \ {2,5}, ce qui ne modifie pas l'espace engendré, on obtient

Im (f) = Vect (e1, €3, €4,€6,€7,...,€n_1,€n).

La famille obtenue est une sous-famille de (eq, ..., e,) est est donc libre et forme une base de Im (f). On
retrouve bien que rg (f) =n — 2.

3. Appliquer la caractérisation des isomorphismes en dimension finie.
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3.1 Méthode 1. Soit u = (z,y,z) € R3. On a les équivalences suivantes :

-1 1 1 z
u € Ker (f) & Au = Ops & 1 -1 1 y | = Ops

1 1 -1 z
—rz+y+z

& r—y+=z = Ogs
T+y—=z
—xz+y+2=0

& T—y+2=0
z+y—2=0
—r+y+z=0

o 9y — Lo+ Lo+ Ly
c= L3FL3+L1
2y =

& r=y=2=0

= u = Ogs.

Donc Ker (f) = {Ogs} et f est injective. Or f est un endomorphisme de R? qui est de dimension finie égale
a 3. Donc par caractérisation des isomorphismes en dimension finie,

f est un automorphisme de R3.

1 0 0
Méthode 2. Puisque 0l,]|1], (o0 est une base de R?, on a
0 1
1 0 0 -1 1 1
Im (f) = Vect | f 0 f 1 f 0 = Vect 1],]-1],]1
0 0 1 1 1 —1

Or les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré. Donc,

-1 0 0
Cy+— Cy+C4
I = Vect 11,]0f, |2
m (/) o < 1] (2] o O3+ C3+C
[—17 [0 [0]
= Vect 11(,(2],]0 Cy < C3
L 1] 0] |2]
-1 0 0 Oy L0y
= Vect 1{,(1, 10
I 1 ] _0_ _1_ Cg < 503
1 0 0
= Vect 0],]|1{,10 Ci + — (Cl - Co — CS)
10 0 1

On reconnait la base canonique de R2. Ainsi,
Im (f) = Vect (%) = R5.

Donc f est surjective. Or f est un endomorphisme de R? qui est de dimension finie égale & 3. Donc par
caractérisation des isomorphismes en dimension finie,

‘ f est un automorphisme de R>. ‘
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3.2 Méthode 1. Soit u = (x1,...,2,) € R™. On a les équivalences suivantes :
(1 + 229 + 323 + -+ +nx, 0
zo+2x3+ -+ (n—1)x, 0
u € Ker (f) & = |:
Tp—1+ 21’n 0
Ty 0

1+ 222+ 33+ -+ nz, =0
ro+2x3+--+(n—1)z, =0

Tp_1+ 22, =0
z, = 0.

Le systeme obtenu est échelonné en ligne avec un pivot a chaque ligne et donc en remontant le systeme on
obtient nécessairement x, =0, z,,_1 =0, ,,_o =0, ..., 1 = 0. Donc Og~ est I'unique solution. Ainsi

Ker (f) = {0gn}

Donc f est injective. Or f est un endomorphisme de R™ qui est de dimension finie n. Donc les espaces de
départ et d’arrivée ont la méme dimension. Donc par caractérisation des isomorphismes en dimension finie,
on conclut que f est bijective :

‘ f est un automorphisme de R".

Méthode 2. On a les égalités suivantes :

T+ 229 +3x3 + -+ - + nxy,
o+ 2x3+ -+ (n— 1z,

Im (f) = : eR" | (z1,...,2,) € R"
Tp—1 + 22,
Tn
1 2 n
0 1 n—1
= Vect N O
0 0 1
B

Montrons que & est libre. Soit (A1,...,A,) € R™ tel que

1 ) n AM+2X+---+nA, =0
0 1 n—1 A+ +m=—1)A, =0
A1 + A2 +eoe | =0p <
0 0 1 A, =0
En remontant ce systeme échelonné, on obtient Ay = Ay = --- = A,, = Og. Donc la famille Z est libre. Or

Card (#) = n = dim (R™). Donc % est une base de R™ et donc génératrice de R™. Ainsi,
Im (f) =R".

Donc f est surjective. Or f est un endomorphisme de R™ qui est de dimension finie n. Donc les espaces
de départ et d’arrivée ont la méme dimension. Donc par caractérisation des isomorphismes en dimension
finie, on conclut que f est bijective :

‘ f est un automorphisme de R".

3.3 Méthode 1. Puisque (cos, sin, ch,sh) est une base de F, on en déduit que

Im (¢) = Vect (¢ (cos) , ¢ (sin) , ¢ (ch) , ¢ (sh)) = Vect (— sin, cos, sh, ch) .

6 i1
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Or les opérations élémentaires ne modifient pas l’espace engendré. Donc

Im (¢) = Vect (cos, — sin, ch, sh, ) gl : g2
3 4
= Vect (cos, sin, ch, sh, ) Cy < —Ch

=F.

Donc ¢ est surjective (et on note au passage que f est bien un endomorphisme puisque Im(f) C E). Or ¢
est un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie (dim (E) = 4 car (cos, sin, ch,sh) en est

une base). Conclusion, par la caractérisation des isomorphismes en dimension finie,

‘ ¢ est un automorphisme de E, ¢ € GL (E). ‘

Méthode 2. Soit f € E. 1l existe (a,b,c,d) € R* tel que f = acos+bsin+cch +dsh.
suivantes :

f € Ker(¢) ¢ (f)=0p

@ (acos +bsin+cch +dsh) = 0zrr)

a @ (cos) + b (sin) + cp (ch) + d ¢ (sh) = 0.z @ k)
—asin +bcos +csh +dch = 0.z g g)

& bcos+ (—a) sin +d ch +csh = 0.z r)-
Or % = (cos, sin, ch, sh) est libre. Donc

re o

f € Ker(p) & b=—-a=d=c=0 & a=b=c=d=0

On a les équivalences

par linéarité de ¢

Ainsi Ker (¢) = {Og} et ¢ est injective. Or ¢ est un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension
finie (dim (E) = 4 car (cos, sin, ch, sh) en est une base). Conclusion, par la caractérisation des isomorphismes

en dimension finie,

‘ © est un automorphisme de E, ¢ € GL (E). ‘

Bonus : la famille 2 = (cos, sin, ch,sh) est bien libre. En effet, soit (A1, Ao, A3, A, A5) € R* tel que

A1 €OS+ Agsin+ Az3ch+ Agsh = 0g.

Alors, au voisinage de 0, on obtient :
3

A1 (1—%2+o(x3)>+A2<x—m—+o(x3))+A3(1+%2+o(x3)>++A4(x+%3+o(x3)> =,0.

6

Autrement dit,

x2 x> 3
AMt+As+ A+ )+ ()\3—)\1)? + (>\4—)\2)E -I-O(x ) zioo'
Par unicité du développement limité, on en déduit que
A1+A3=0 A+A3=0
A+ =0 A+ =0 Ly <+ L3+ 14
4
)\3—)\1:0 2)\320 L4<_L4+L2
A—A2=0 20 =0
4 AM=X=A3=X=0.
Conclusion, B est libre.
3.4 Méthode 1. Soient (a,b) € R%. On a
(a,b) € Ker (f) & f (a,b) = 0¢ & a+bj=0
b
& a-g4i ?b 0
€R €R
b
a— 2 =
o 2
V3 _
{2 =0
= a=b=0 = (a,b)ZORZ.
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3.5

On en déduit que Ker (f) = {Og2}. Donc f est injective. Or dim (R?*) = 2 = dimg (C). Conclusion, par
caractérisation des isomorphismes en dimension finie,

‘ f est un isomorphisme. ‘

Meéthode 2. On sait que <B} , {ﬂ) est une base de R?. Donc

i v (1 (1) o () v

=%B;r

La famille % est libre car 1 et j ne sont pas R-colinéaires (mais sont C-colinéaires!). De plus Card (%) =
2 = dimg (C). Donc %y est une base de C. D’ott

Im (f) =C.

On pouwvait aussi faire des opérations élémentaires. Donc f est surjective. Or dim (R2) = 2 = dimg (C).
Conclusion, par la caractérisation des isomorphismes en dimension finie,

‘ f est un isomorphisme. ‘

Meéthode 1. Déterminons le noyau de f. Soit P € R,[X]. On a

PeKer(f) &  f(P)=0pr &  (PQ),P'(1),P'(1),....,P™) =(0,0,...,0)
& P(l):P’(l):...:p(n)(l)ZO

& 1 est une racine de multiplicité au moins n 4+ 1 de P.

Or par hypotheése P € R, [X] est de degré au plus n. Donc P posséde plus de racines (comptées avec
multiplicité) que son degré. Ainsi,

PEKer(f) = P:ORn[X]

Donc Ker (f) = {Og,[x]} et par suite f est injective. Or dim (R,[X]) = dim (R"™') = n + 1. Donc par
caractérisation des isomorphismes en dimension finie, on en conclut que

‘L’application f est un isomorphisme. ‘

4. Manipulation théorique des applications linéaires.

4.1

4.2

4.3

Soit z € Im (g o f). Alors il existe y € E tel que x = go f (y) = g (f(y)). Donc en posant z = f(y), on a
x = g(z). Donc « € Im (g). Conclusion,

[Im(go f) CIm(g). |

Soit x € Ker (u — Idg). Alors (v —Idg) () = Og i.e. u(z) —x = Og et donc u(z) = . En composant par
u, on obtient que u?(x) = u(z). Or u? = 0.%(E)- Donc

0p = u*(z) = u(x).

Or on a vu que u(z) = x. Donc 2 = u(z) = Og. Ainsi Ker (u —Idg) C {0Og}. L’inclusion réciproque
découlant du fait que Ker (v — Idg) soit un sous-espace vectoriel, on en conclut que

‘Ker (u—1Idg) = {0g}. ‘

Soit z € Im (u). Alors il existe y € FE tel que = u(y). On compose par u pour obtenir alors que
u(x) = uz(y) Or on sait par hypothése que u est un projecteur i.e. u? = u. Donc

u(z) = u?(y) = u(y).

Or par construction, u(y) = z et donc u(z) = u(y) = x. Ainsi, u(z) —x = 0g et donc = € Ker (u — Idg).
Conclusion,

‘Im(u) C Ker(qudE).‘

8]
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4.4 Soit x € Ker (g) N Im (f). Puisque 2 € Im (f), on sait qu'il existe y € F tel que z = f(y). Mais on sait
également que x € Ker (¢). Donc 0 = g(z) = g (f(y)) = go f(y). Par hypothese, go f = Idg. Donc 0g =y
et par suite, z = f(y) = f(0g) = Og. Donc Ker(¢) NIm (f) C {Og}. L’inclusion réciproque découlant
du fait que Ker (¢g) N Im (f) est un sous-espace vectoriel (intersection de deux sous-espaces vectoriels), on
conclut que

| Ker (9) nIm (f) = {0p}.|
4.5 Soit = € g (Ker (f)). Donc il existe y € Ker (f) tel que x = g(y). En composant par f, on obtient que
f(@) = fog(y)

Or fog=gof,donc f(z) = go f(y). Mais puisque y € Ker(f),ona f(y) = 0g et donc f(z) = ¢ (0g) = 0p.
Donc z € Ker (f). Conclusion,

g (Ker (f)) C Ker (f).]

5. En vrac (et un peu plus dur)

5.1 Soient E un espace vectoriel et f € . (E) tel que f? —5f + 6ldg = 02 (k). Alors, on observe que
2 Ly, o
fe—5f=—-6ldg = —gf +6f:IdE.
Donc par linéarité de f,

fo (—%f—i— gIdE> =Idp = <—%f+ %IdE> o f.

Donc ‘ f est inversible et donc un automorphisme de £ ‘ et f71= —%f + %IdE.

On calcule :
p? = (3ldg — f) o (3Idg — f) = 91dg — 6f + f> car f et Idg commutent.
Or par définition, f? = 5f — 6Idg. Donc

p* =9ldg — 6f +5f — 61dg = 3ldg — f = p.

De plus, p € £ (E) en tant que somme d’endomorphisme. Donc ’p est un projecteur. ‘

De méme,

@ =(f—20dg)’ = f2—4f +41dg = 5f — 6ldg — 4f + 4ldg = f — 2Idg = q.

Or g € Z (E) en tant que somme d’endomorphisme. Donc ‘ g est un projecteur. ‘
Enfin, soit 2 € Ker (f — 3Idg) NKer (f — 2Idg). Alors x € Ker (f — 3Idg) et donc

0 = (f —3ldg) (z) = f(z) — 3z & f(z) = 3z.
De méme, x € Ker (f — 2Idg) et donc
Op = (f —2Idg) (z) = f(x) — 2z & fx) = 2z.

Ainsi, 3z = f(z) = 2¢ < z = 0g. Donc Ker (f —3Idg) N Ker (f — 2Idg) C {Og}. Or on a également
{0p} C Ker (f —3Idg) NKer (f — 2Idg) (en tant que sous-espace vectoriel). Conclusion, Ker (f — 3Idg) N
Ker (f - QIdE) = {OE} :

‘Ker (f —31dg) et Ker (f — 2Idg) sont en somme directe. ‘

5.2 Soient E un R-espace vectoriel et f € . (E) tel que f? = —Idg. Alors, on a
Jo(=f)=(=f)o f = ldp.

Donc ‘ f est un automorphisme‘ et f~' = —f. De plus, on a f* = (fIdE)2 = Idg et f* € £ (F). Donc

‘ f* est une symétrie ‘

o fi]
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5.3

5.4

Soit u € E\ {0g}. Posons (\, i) € R? tel que

Au+ pf(u) = 0p. (1)
Alors en composant par f, on a également
A f(u)+ pf?(u) = f(0g) =0g car f est linéaire.
Or f? = —1Idg donc
a4\ f(u) = 0. (2)

En faisant A(1) — p(2), on trouve
()\2 +u2) u=0g
Or u # 0, donc A2 +42 = Og. Or A% et 2 sont deux réels positifs donc A = = 0. Conclusion,

\Vue B\{0g},  (u, f(u)) est libre.|

Soient E un espace vectoriel et (f,g) € £ (E)>.
Soit x € f (Ker (go f)). Alors il existe y € Ker (g o f) tel que z = f(y). En particulier

xelIm(f).
De plus y € Ker (g o f) donc go f(y) = 0g. Or z = f(y) donc
0 =9(f(y) =g(x) e  z€Ker(g).
Ainsi z € Ker (g) NIm (f). On a donc montré que

f(Ker(go f)) € Ker(g) NIm(f).

Réciproquement, soit « € Ker (¢g) N Im (f). Alors d’une part g(x) = Og et d’autre part, il existe y € E tel
que x = f(y). Ainsi

Op =g(x) =9 (f(¥) =g° f(y).
Donc y € Ker (g o f) et comme z = f(y), on a bien
x € f(Ker(gof)).

On a donc montré également que Ker (g) NIm (f) C f (Ker (g o f)). Conclusion,
|/ (Ker (g0 f)) = Ker (g) NIm (/) .|

Soient E un espace vectoriel et (f,g) € £ (E)* tel que fog—go f = f. On pose pour tout n € N,
P(n) : « ffog—gof"=nf"»
Démontrons cette propriété par récurrence.
Inigtialisation. Sin = 0, alors on a f° = Idg et donc
ffog—goft=Idgog—goldg =g—g=0gm =0k xIdg =0 x f°.

Donc Z2(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N fixé. Montrons que #(n) = £(n+1). Supposons #(n) et montrons & (n+1). Par
hypothese de récurrence, on a

frog—goft=nf"
En composant par f, qui est linéaire, on a
fo(ffog—goft)y=fo(nf") &  flog—fogofr=nfrtl
Attention f et g ne commutent pas a priori. Cependant par hypothese on sait que fog —go f = f donc
fog=[f+gof. Ainsi
[ og—(f+gof)o fr=nfmt [P og— [Pk goofrtl = pprt
&  fTogtgooftti=(n+1)f"

¥

Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, & (n) est vraie et donc

‘VnEN, f”og—QOfnznf".‘
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5.5 Soient E un espace vectoriel et (f, g) € .Z (E)>.

Attention ! On ne dit absolument pas que g est inversible, dans g~ (Im (g o f)) on désigne l’image réciproque
de Im(g o f).
Soit x € g7t (Im (g o f)) i.e. g(x) € Im (g o f). Donc il existe y € E tel que

Merci a Uaimable auditoire de ne pas simplifier abusivement, on n’a jamais dit que g était injective. Posons
x1 = f(y) et 3 =2 — f(y). Alors

« 21 = f(y) € Im (f).
o g(z2) =g(z) —g(f(y)) car g est linéaire. Donc par ce qui précede, g (z2) = 0 i.e. z2 € Ker (g).

cmta=a—f(y)+fly ==
On en déduit donc que x € Im (f) + Ker (g). Ceci étant vrai pour tout z € g=* (Im (g o f)), on en déduit
que

g~ (Im (g o f)) € Im (f) + Ker (g).

Réciproquement, soit « € Im (f) + Ker (g). Alors il existe 21 € Im (f) et zo € Ker (f) tels que z = z1 + 2.
Puisque x; € Im (f), il existe y € E tel que 1 = f(y) et donc 3 =z — a1 =  — f(y). Or 2 € Ker(g).
Donc

0 =g(z2) =g (z— f(y) = g9(x) — g (f(v)) car g est linéaire.

Donc g(z) = g(f(y)) = go f(y). Ainsi g(z) € Im(go f) et donc z € g~ (Im(go f)). On a donc aussi
montré que Im (f) 4+ Ker (g) € g~ (Im (g o f)). Conclusion,

g~ (m(go ) =Im(f) +Ker (g) .|
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