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Correction de l’'interrogation 7
d’entrainement
Fonctions usuelles

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Les fonctions logarithme et exponentielle :
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Les fonctions hyperboliques :
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Les fonctions circulaires réciproques :
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1.2« Soient a>0etb>0.0Ona
In®(z
lim 2 [In (z)|* =0 et lim E) ) _ 0.
x—0 r—+o00 x
>0
o Soient a >0etb>0.0Ona
b eaa:
lim |z]"e® =0 et lim —- = +o0.
r——00 T—+o00 T
1.3« La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout z € R, exp’(z) = exp(z).
o La fonction logarithme est dérivable sur R*. et pour tout z € R%, In'(z) = %
o La fonction cosinus hyperbolique est dérivable sur R et pour tout z € R, ch’(z) = sh(z).
o La fonction sinus hyperbolique est dérivable sur R et pour tout = € R, sh’(x) = ch(z).
o La fonction arccosinus est dérivable sur |—1;1[ et pour tout x € |—1; 1], arccos’(x) = \/1:1?

 La fonction arcsinus est dérivable sur |—1;1[ et pour tout x € |—1; 1[, arcsin’(z) =

o La fonction arctangente est dérivable sur R et pour tout = € R, arctan’(z) = ﬁ
1.4 On a les relations suivantes :
o Vr € R, ch?(z) —sh’(x) =1
 Vz € R%, arctan(z) + arctan (1) = %
 Vz € R*, arctan(z) + arctan () = —%
2. Manipuler les fonctions logarithme et exponentielle.
2.1 Tous les nombres étant strictement positifs, on a les égalités suivantes :
3/2 , 16 \3/* 8/401/5 163/4
3 1 23
1 1 1
- 2111(7) FEm(2)+3IE) - ;D) =g
Conclusion,
| ( ﬁ)3/2\5/§) | (16 )3/4 L 16,
n ( + In m —511()—1—311()

1—

1

x

5 -

2.2 Soit n € N*. Surtout on ne développe pas le logarithme de la somme sur lequel on ne peut rien dire.

Reconnaissant une somme géométrique de raison 3 #

- -1
1 3k :1(3
(E#) (55

Conclusion,

31
—1n(3
> n( 2

1, on a écrit plutot,

> =In(3) +In (3" — 1) — In(2).
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2.3 Soit f : z — In(2) + In (tan(z)) — In (1 4+ tan(z)) — In (1 — tan(z)). Soit x € R, on a les équivalences
suivantes :

tan(z) existe

f(z) existe & tan(z) >0
1+ tan(xz) >0
1 —tan(xz) >0
54

tan(z) existe

1> tan(z) >0
& T € U}O-l—kﬁr;g—&-kw[.
kEZ

Donc 'ensemble de définition de f est

Dy = U}kﬂ; %'Fk’ﬂ'{.

kEZ

De plus pour tout x € Yy, on a

2tan(z) ) I ( 2tan(x)

<(1 T tan(a)) (1 — tan(x)) 1—ta112(x)> = In (tan (27))..

flx)=1n

Conclusion,

Vo € U}k?‘(;%—Fkﬂ'{, f(z) =In(tan (22)).
keZ

Attention : vous noterez que la fonction x — In (tan (2z)) est définie sur un domaine plus grand que Py :

U ]%T, T+ %T[ cela provient du fait que 1327% peut étre strictement positif lorsque les deux facteurs
keZ
sont strictement négatifs. Dans ce cas l’égalité

2 tan(z)

n ((1 +tan(z)) (1 — tan(m))) = /@)

est fausse mais devient

2tan(x)
In ((1 T tan(z)) (1 — tan(z))

) = In(2) 4+ In (Jtan(z)|) — In (|1 + tan(z)|) — In (|1 — tan(z)|) .

2.4 Soit f : z+— In (%) Soit € R. On a les équivalences suivantes

dr—1>0

f(z) existe & sin?(x) # 0
(4z—1)1/3
sin? (z)

1
x>
& { 4

xZ0 [7]

Conclusion, I’ensemble de définition de f est donné par

.@f::|i;+oo|:\{k'ﬂ'|k€N*}.

De plus pour tout z € %y,
fz) =

1
In (42 — 1) — In (sin®(z)) car & > - et sin?(z) > 0

Wl Wl

In (42 — 1) — 21In (Jsin(z)]) .

Attention sin(z) n’est pas nécessairement positif!!! Conclusion,

Yz € Dy, flz) = %1n(4x—1) — 2In (Jsin(x)]) .

316



-
( ] P
e o ovtcns Mathématiques PTSI, IntEnt7 Cor 2025-2026

2.5 On sait que pour tout u € R*, ch(u) > 1. Donc pour tout € R*; on a ch (22) — 1 > 0. Ainsi
‘1a fonction f : x — In(ch (2x) — 1) est définie sur R*

. De plus,

Vz € R*, f(z) =In (ch*(z) + sh*(z) — 1) = In (2sh*(z)) = In(2) + 2In (Jsh(z)]).

NB : en particulier, on peut écrire

fa) = In (2) 4+ 21n (sh(z)) siz>0
YT\ (2) +2In(—sh(z))  siz<O.

Conclusion,
(Ve eR*,  f(z) = (2)+2In(|sh()]). |
2.6 On a )
(62)4111(2) ((673)111(2)) — 8In(2) (—6In(2) _ (2In(2) _ In(4) _ 4
Conclusion,

(62)41n(2) ((e,g)m(z))? _a

2.7 Soit z € R. On a

(ecos2(m) 1 )7 (ec052(1)+sin2(m))7 (61)7

o sinZ(a) 7-18 —11
= = = e = e
(%)’ (e9)?
Conclusion, pour tout = € R,
cos?(x) 1 7
Gy T
(e*)*
n ek2 (ek)2
2.8 Soient n € N* et P, = H <e)1' On a
k=1
n 5 n 5 n 5 n
P, = H (ek e’k el) = H el L — H e+ D" = exp < (k+ 1)2> .
k=1 k=1 k=1 k=1

NB : on aurait pu laisser la forme k? 4+ 2k + 1 et calculer chacune des sommes mais vu comme vous aimez
les changements d’indice, je vous présente cette derniere méthode. Posons j = k + 1. On a alors

n+1 n4+1
1 2)(2
P, =exp Zj2 = exp Zf*l :exp((n+ )(n +2)( n+3)71>
Jj=2 Jj=1

6

<(n2+3n+2) (2n+3)6>
= exp 6

<2n3+3n2+6n2+9n+4n+6—6>
exp G

(2713 +9n% + 13n)
6

(n (2712 +9n + 13) )
= exp 5 .

exp

Le discriminant étant strictement négatif, nous ne pouvons pas factoriser plus.
Conclusion,

n (ek2) (ek)2 n(2n2+971+13)

RIS
e—l

k=1

4/i8
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n (k+1)2 3
2.9 Soient n € N* et P, = H <e )
1

.On a
o3k?

n n

k=
P, kf[ ( 3(k+1)? 3k2) H —6(k+1)>+6k> _ ﬁ prme ]}—[ Uk
=1 k=1 =1

1 Uk+41 ’
avec pour tout k € N*, u;, = €% . On reconnait alors un produit télescopique et donc
6
P, = U1 _ € S e6(1—(n+1)2) _ e—6(n2+2n) — o 6n(n+2)
Up+41 € (n+1)

On pouwvait aussi transformer le produit en une exponentielle d’une somme et y reconnaitre une somme
télescopique.
Conclusion, pour tout n € N*,

2
n (e(k+1)2>
H _ e—6n(n+2)
o3k2 :
k=1
3. Calcul de limite.
3.1 On a
lim (1 — x)l/ = lim ev (1-7)
z—0 z—0
x#0 T#£0
Or, on reconnait la limite du taux d’accroissement de la fonction ¢ : 2 + In (1 — x) qui est dérivable en 0.
In(1— In(1—2)—1In(1 -1
lim 711( 2) = lim n(l—z) —In(1) = (0)= —— = —1.
z—0 €T z—0 x—0 1-0
z#0 #£0
Donc par composée de limites, on conclut
lim (1—2)"/" =e !,
z—0
x#0
3.2 On a
limz® — 1= lime*™® 1 =¢" -1 =0,
z—0 z—0
x>0 x>0

par croissance comparée. Donc par composition, en posant u = 2% — 1

. 2arccos (z* —1)—7 . 2arccos(u)—m . _arccos(u)— %
lim ( ) = lim 2arceos (u) —m = lim 2——M8M 2
z—0 xr —1 u—0 u u—0
>0 u#£0 u#0

On reconnait alors le taux d’accroissement de la fonction arccos qui est bien dérivable en 0. D’ot,

lim 2 arccos (z* I 1) — _ o Jjy 2CCO8 (u) —grccos(O) — 2arceos’ (0) = -2 R
B T o v vi-o
Conclusion,
2 T _1)—
iy 22ccos (z )—7 _ o
z—0 xr —1
x>0
3.3 Par croissance comparée,
lim 23 In(z) = 0
x—0
x>0
Donc en posant u = 22 In(x), on a
1 —cos (23 In(x 1-— 1
m 5 (2 ( )) = lirrb ci(f(u) =3 d’apres le cours.
>0 2% In”(z) %20 u

Conclusion,

im .
229 26 1n?(z) 2
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34 Ona
) e3+log, () ) e3 ) o4 () ) e3 1-2mn(2) |
lim ————— = lim ————e"® = lim ———e B®
z—+o0 arctan(z)x?  z—+oo arctan(x) z—+o00 arctan(zx)
3 3
. e 2e
Or1<2In(2)et lim ——— = —. Donc
z—+oo arctan(x) T
] e3—|-log;2(ac) 23 .
lim ————— = — xe * =0.
z—+oo arctan(x)x ™
Conclusion,
. 63+1082(z)
lim ——————— =0.
z—+oo arctan(x)x

3.5 On a pour tout z € R, —1 < cos(x) < 1. Donc pour tout z > 0,

Donc

-1 cos(x) 1
sh(z3) = sh(z3) ~ sh(x?)

car sh (x?’) > 0.

lim sh (gc?’) = 400.

r——+00

lim L= L _y
00 sh (3) 00 sh (x3)

Donc par le théoreme d’encadrement,

cos(z)
lim =0.
z—+o00 sh (363)
3.6 En posant u = % — +00, On a
z—0
x>0
h(L ch e +e ¥ eu—u’ 4 gu—u’
limyzhm ():Hm %:hm—F—
=0 o7z u—4oo eY u—+oo  2e¥ u—r—+00 2
x>0
efu2(17;)+efu7u2
= lim
u——+o0 2
. 2 1 . 2 .
Or, lim —u*{l—=)=—-0c0ox1l=—-00cet lim —u—u=—oc0. Ainsi,
u—+00 u u——+o0
ch (1 e®+e ™ 040
g ) e 0o
x50 o727 2 2
x>0
Conclusion,
ch (£
lim @ =0.
x—0 ez?
>0

4. Simplification de fonctions.

€T

()

4.1 Soit f : x — arctan (IL_H) + arctan ( f1> + arctan 222. Soit € R, on a les équivalences suivantes :

Ainsi,

f(z) existe & {m 170 & {x 7 -1

x—1+#0 x#1

’ la fonction f est définie sur D =R\ {-1;1}. ‘
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De plus, f est dérivable sur D comme composée et somme de fonctions qui le sont et

wep, i = ) 7+ () R
1+ (2) 14+ ()" 1)

x+1— rx—1—x
<a+1>2 (@ 1)2 4z
T 1 R
+ (M)Q + & 1)2
- 1 N -1 N dx
(@+1)" 422 (z—1)"422 1+42*
B 1 N -1 N 4z
T 2224920 4+1 222 —92zx+1  1-+4zt
_ 20 =22 +1—22% — 22 —1 L4
T 4xt — 23 + 222+ 228 — 422 + 22+ 222 — 2 +1 1+ 4zt
—4x 4x
= +
4t +1 14424

=0.
En particulier, pour tout x € |—1;1[, f'(z) = 0. Or ]—1; 1] est un intervalle donc, il existe K € R tel que
Veel-1;1], f(x)=K.

Or f(0) = 0. Donc K = 0. Conclusion,

Ve el-11[, f(z)=0]

Notez que l’on avait ausst,
JK, e R,Vz € ]1;400[, f(z) = K.

Or
lim f(z) = lim (arctan( > + arctan( x ) + arctan 2x2>
T—+00 T—+00 -1
= arctan(1) + arctan(1) + 5
_TL T, T
4402
= .
Donc

Vr €|l;400[, f(z)=m.
On pouvait aussi obtenir que Va € |—oo; —1], f(z) = 7.

4.2 Soit f : x +— arcsin ( H%n(h)) Soit x € R, on a les équivalences suivantes :

1+sin(2z)
. —s 20
f(l') existe <~ 1 < \/m < 1

sin (2z) > —1 toujours vrai

= 0< /1+51121(290) <1

o 1 + sin(22) <1 car 1+ sin(2z) >0

2 2
& sin (2z) < 1 toujours vrai.

Ainsi,

la fonction f est définie sur D = R.
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De plus, pour z € R, pour que f soit dérivable en x il suffit que

Lsin@e) ) sin(2z) > —1
1+sin(2z) = \/@ <1

—1 < /TG oy
in(2x) > —1
o {sm( x)

1+si;1(21) < lcar 1+si121(2:c)

>0

sin(2x) > —1
-~
sin(2z) < 1

i3

Vk € Z, 2:c7ég+k7r

i3

wfez,mé%wg.

74

i (V)

(1+si12](2a:) )/
/1 _ 1+4sin(2z)
2

cos(2z)
9 1+six21(2.1:)
- 1—sin(2z)

2
cos(2x)

cos (2x)

Ainsi, f est dérivable sur }f%; %[ et pour tout z € }f%' z [,

f'(x) =

cos? (2x)
Orz € |—%; %[ donc 2z € |-%; 5[ et donc cos (2z) > 0. Dés lors,

, _ cos (22) B
Flx) = +2cos (2)

Or ]—%; %[ est un intervalle. Donc il existe K € R tel que pour tout x € }—%'

b

[, f(x) =2+ K. Or

ISE

f(0) = arcsin(\}§> = %.Donc 0+ K = %.

™ T

Vme}—z,z[, f(ac)zm—&-z.

4

Or la fonction f est continue sur son domaine de définition, ici R comme composée de fonctions qui le sont
donc f est continue en —7 et 7. Donc

™

7(5) = lm f@) =

T
T3

+

)

=1
e~

donc la formule f(x) = x + 7§ reste vraie en 7. De méme en —7. Conclusion,

Vo € [—%;%}, f(z) zm—&-%.

4.3 Soit f : x — arcsin(cos(x)) 4 arccos(sin(x)) et D son domaine de définition. Pour z € R, on a

cos(z

-1
xeD & { 1 toujours vrai.

IN N

1
1

IN N

sin(x)

8 i
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4.4

Par conséquent,

‘ f est définie sur D = R. ‘

Soit x € R. Pour que f soit dérivable en =z, il suffit que

s Vkez, x;«ékg.

—1 < cos(z) <1
-1 <sin(z) <1

Donc f est dérivable sur ]O; 5 [ De plus, pour tout x € ]O; g[

) = cos'(z)  sin'(z)
fle) V1—cos?(z) /1 —sin?(z)
sin(x) cos(z)

- Vein®(z)  y/cos2(z)
Or pour tout z € |0; 5[, cos(z) > 0 et sin(z) > 0 donc

oy sin(z)  cos(x) o o
F@ =~ ™ Feosty ~ LTI R

Or }O; g[ est un intervalle donc il existe K € R tel que pour tout x € }O; 5 [,

fl@)=—-2z+ K.

f (%) = arcsin (?) + arccos (?) — % n % _ g

Donc —2% + K = 5 i.e. K = 7. Ainsi,

VxE]O;g[, flz) =m—2z.

Or f est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions qui le sont et donc notamment
en 0 et en 5. Donc par passage a la limite en 0, la formule reste vraie en 0 :

f(0) = lim f(z) = lim 7 — 2z = 7.
z—0 z—0
>0 >0

De méme en 7. Conclusion,

Vo e [O;g], flz) =7 —2z.

Soit f : @+ arccos(cos(x)) + 3 arccos(cos(2z)). Soit & € D. On a les équivalences suivantes
—-1< <1
reD & < cos(z) < toujours vrai.
—1<cos(22) <1

Donc f est définie sur R. De plus, pour = € R, pour que f soit dérivable en z, il suffit d’avoir

-1 < cos(z) <1 VkeZ, x # kr

—1<cos(2z) <1 Vk € Z,;2x # kn
Vk € Z, x # k=
Vke€Z,;x # kT

I VkeZ,;x;«ékg.

En particulier, f est dérivable sur ]—g; 0[. De plus pour tout x € ]—g; O[

) — cos'(z)  (cos (2z))
fle) V1—cos?(z) /1—cos?(2z)
sin(x) 2sin (2z)

- Vsin?(z)  \/sin? (2z) .

016
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Or pour tout x € ]—%; O[, sin(xz) < 0 et 22 € |—m;0[ donc sin (2z) < 0. Ainsi,

sin(x) 2sin (2x)

f(z) = —sin(z) = —2sin (22)
1.1
= 2.

Or }—g; O[ est un intervalle donc il existe K € R tel que pour tout x € ]—3' 0[ f(z)=-22+ K. Or

r(-3)

arccos (cos (—z)) + 1arccos (cos (—2z>)
4 2 4

1
+ 5 arceos (0)

Il

o

=

o

o

e}

wn
N
ol

)

S~

Donc —2 (—%) +K=7%5ie K=0.
T
Vxe}—i;O[, f(z) = —2x.

Or la fonction f est continue sur son domaine de définition comme somme et composée de fonctions qui le

sont. Donc
£(0) = lim f(z) = lim (—2z) = 0.
z—0 z—0
<0 z<0
Donc I'égalité f(z) = —2x est encore vraie en 0 et de méme en 5. Conclusion,

Vr € [—g;O} ,  flz) = —2z.

4.5 Soit f : x > arccos (ﬁ—i) — 2arctan (v/z). Soit € R. On a les équivalents suivants :

1+x2#0
r €D & —1< 2Ll
x>0
14 x # Ovrai pour = > 0
& —-l+z)<l—z<(1+z)carpourz >0,14+2>0
x>0
x>0
& —l—-z<1l—2x
l—-z<1+z
x>0
= -1<10K
0<2x
& xz > 0.

Conclusion,

la fonction f est définie sur D = R,.

10/]16
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De plus, pour tout x > 0, on note que pour que f soit dérivable en z il suffit que

1+x#0

1—2
1< <1
x>0

1+ x # Ovrai pour « > 0
—(1+z)<l—z<(l+z)carpourz >0,1+2>0
x>0

x>0
—l—-z<l—-=z
l—zrz<l+z

x>0
-1<10K

=
=
=

0< 2z
<~

x> 0.

Donc f est dérivable sur |0; +oo[ et pour tout x € |0; 400,

(2) G
() T

—(14a)~(1-2) 1
(i+a)? L, 2E

B v (4z)?2—(1—x)? 1+=x
1+x
2 1

—2
(1+z)? <1+w1>2+;<17z>2 2z (1+x)

2 1
(1+z)vidz Va(l+a)
1 1
T Va(lt2) JVa(+a)

=0.

flla)=-

Or ]0; +00[ est un intervalle donc il existe K € R tel que pour tout = € ]0; +oo|, f(x) = K. Or

T

f(1) = arccos(0) — 2arctan (1) = 5 1 0.

Donc K = 0. Ainsi,
Va € ]0;+o0[, f(z)=0.

De plus, f est continue sur R, comme somme et composée de fonctions qui le sont. Donc f est continue

en 0. Ainsi,
0 = lim 0 = lim f(z) = f(0).
z—0 x—0
>0 x>0
Conclusion,

Ve e Ry, f(x)= O.‘

5. Equations.
5.1 Soient x € Ret (E) : 2*T! + 4% = 15. En posant X = 2%, on a les équivalences suivantes
() & 2x2°4227=15 &  2x2°4+(27)°=15
& 2X+X?=15
& X?4+2X -15=0.

11/16]
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Soit A le discriminant associé. Ona A =4 +4 x 15 =4 x 16 = 64. Ainsi

—2+38 —2-8

X = = o X = =
2 ; 2

2"=3 ou 2°=-5

e® 2 =3 ou  e*™® = _5 jmpossible

xzIn(2) = 1n(3)

-5

(E)

¢t ¢ 00

Conclusion, pour tout x € R,

In(3)
| =
+ 5 & T In(2)
5.2 Soient (a,z) € (R% \ {1})2. On a
In(z) In(a)
1 = 1 =
on(0)=log,(@) & g =)
& In?(z) = In?(a) car In(z) #0 et In(a) #0
& In(z) = In(a) ou In(z) = —1In(a).
1
ad r=a (0]) r=—.
a
Conclusion,
1
log,(x) = log,(a) = r=a ouU z=-.
5.3 Soit x € R. On a
9e* — g° & e® In(2) — 2°In(3) & 221n(2) = 23 In(3)
& =0 ou In(2)=zIn(3)
Conclusion,
2 3 ln(2)
92” — 3o - - :
3 & =0 OU =z n(3)
5.4 Soit x € [-1; 1]. En posant X = arcsin(z), on a
(arcsin(z) — 5) arcsin(z) = —4 (X-5)X=-4

X2 _5X+4+4=0
(X-1)(X-4)=0
X=1 ou X=4

arcsin(z) =1 OU  arcsin(z) = 4.

to o0

Or arcsin(x) = 4 est impossible car arcsin(z) € [-5; 5] € ]—2;2[. Conclusion, pour z € [—1; 1],

‘ (arcsin(z) — 5) arcsin(z) = —4 = x = sin(1). ‘

12/16]
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5.5 Soit z € R. On a les implications suivantes,

arctan (z) 4+ arctan (z + 1) =

N

= tan (arctan (z) + arctan (z + 1)) = tan (%) =1

]
.

4

tan (arctan (z)) + tan (arctan (x + 1)) _1 car {arctan (x) € }—g ;
1 — tan (arctan (z)) tan (arctan (x + 1)) arctan (z + 1) € |-

r+z+1
T-a(@+1)
r+l=1—-2?-z
22 +32=0
z(x+3)=0
r=0 OU x=-3.

oy N
ME
—

=1

L

Or on remarque que si x = —3,
arctan () 4+ arctan (z + 1) = arctan (—3) + arctan (—2) < 0+ 0 < %

Donc —3 n’est pas une solution. Ainsi

I'équation arctan (x) + arctan (x 4 1) = 7 admet au plus une solution donnée par x = 0 |.

NB : il est possible ici de faire la phase de synthése. Si x =0, on a

arctan () 4+ arctan (z 4+ 1) = arctan(0) + arctan(1) = 0 + %

o~

Donc 0 est bien une solution. Conclusion 0 est l'unique solution de l’équation arctan (z)+arctan (x + 1) =
s

T
5.6 Soient x € R et (E) : arcsin (z) + arcsin (zv/3) = 3. On a

1 1
FE) est bien définie & rzel-1;1] et zvV/3e[-1:1 & xe{——;—}.
(E) [—1; 1] [—1; 1] eAV:
Soit x € [f% ; 13]. On a alors les implications suivantes :
arcsin (z) + arcsin (x\/§> = g
. . _ ™ _

= cos (arcsm (x) + arcsin (x\/g)) = cos (2> =0

= cos (arcsin (x)) cos (arcsin ( )) — sin (arcsin (z)) sin (arcsin (x\/g)) =0

= cos (arcsin (x)) cos (arcsm (x\[)) —zx2V3=0.

Soit u = arcsin(z). On sait que cos®(u) = 1 — sin?(u). De plus, u = arcsin(z) € [-3; Z]. Donc cos(u) > 0.

Ainsi,
cos(u) = \/1 — sin?(u) = \/1 — sin? (arcsin(z)) = /1 — 22.
De méme, on obtient que cos (arcsin (x\/g)) = +/1 — 322. Par suite,

(B) = V1-22/1-322—2(V3z) =0
= 1 —22) (1 -322) = V3a?
= (1-27) (1-32%) = 3a*
= 3zt — 422 +1 = 32*
1

2—7
= T =g
= 1 ouU _ L
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5.7

5.8

Orsiw:—%<0,0na

arcsin (z) + arcsin (:r\/g) <0< g

donc (FE) n’est pas vérifiée. Conclusion,

l’équation arcsin (z) 4 arcsin (x\/g) = 7 admet au plus une solution donnée par z = % .

Notez qu’ici encore, les valeurs étant remarquables, il est possible de faire la synthése compleéte : si x = %,
alors on a bien
1 3
arcsin (z) 4 arcsin (x\f3> = arcsin <§> + arcsin <\§> —_ + g = g
Donc x = % est bien solution. Conclusion, © = 1/2 est l'unique solution de arcsin (x) + arcsin (l‘\/g) =3

Soit x € R. On a les implications suivantes :

3
4

arctan(3z) + arctan(10x) = tan (arctan(3z) + arctan(10z)) = tan (?%) =-1

tan (arctan(3z)) + tan (arctan(10x))

- 1 — tan (arctan(3xz)) tan (arctan(10x)) -
N 3x+ 10z 1

1 -3z x 10z
N 13z _ 1

1— 3022

= 13z = —1 + 3022
= 3022 — 13z — 1 =0.

Soit A le discriminant associé, A = 169 + 120 = 289 = 172. Par conséquent les racines associées sont

=238 = = L oetry = BT =30 — 1 Aingj,
3m 1 1
arctan(3z) + arctan(10z) = — = xr=—-— 0U x=—.
4 15 2
Or on observe que si # = —+= alors 5z < 3z < 0 et donc arctan(3z) + arctan(10z) < 0 < 2. Par
conséquent, —% n’est pas solution. Conclusion,

L’équation admet au plus une solution et si celle-ci existe elle vaut nécessairement x = 3

NB : on ne peut pas procéder directement d une synthese ici, cependant on peut observer que la fonction f :
T

x — arctan(3z) + arctan(10x) est continue sur R strictement croissante sur R, lim f(x) = —5 5=
T—r—00
_ 3m

3
- < —I <7m= liril f(z). Donc par le théoréme de la bijection, I’équation f(x) = < admet une et une
T—r+00

seule solution. Le calcul précédent montre que la seule solution possible est 1/2. Conclusion,

1
L’équation admet une unique solution donnée par x = 3

La fonction arctan est définie sur R donc I’équation est définie sur R. Soit £ € R. On a les implications
suivantes :

(E) = tan (arctan(z) + arctan (1 — x)) = tan (Z) =1

4

tan (arctan(z)) + tan (arctan (1 — x)) _1 car {arctan(:c) € ]—g; g[

1 — tan (arctan(z)) tan (arctan (1 — x)) arctan(l — x) € ]_g; g[
L eFloz

1—2(1—2)
= l=1-—z+22
= 22—z=0
= x(x—1)=0
= =0 OU z=1.

14/16]
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Donc les seuls réels candidats sont 0 et 1.
Réciproquement, si x = 0, alors

arctan(z) + arctan (1 — z) = arctan(0) + arctan (1) = %

etsixz=1,
™
1

Donc z = 0 et £ = 1 sont solutions. Conclusion, I’ensemble solution est donné par

7 ={0;1}.
6. BONUS : dérivation.

6.1 Soient a € R% \ {1} et f : z s 8al3=D /5775 Soit z € R. On a

arctan(z) + arctan (1 — ) = arctan(1) + arctan (0) =

3r—1>0

> 1
o Y73 & x> 5.
r—5>0 r>5

f'(x) existe = {

Notez que le premier connecteur est juste limplication réciproque. En effet dans quelques exercices plus
élaborés, il est possible que les problemes de dérivabilité soient levés par des compensations ad hoc. Par
exemple la fonction x — /T est dérivable en 0 bien que la fonction /- ne le soit pas.

Ainsi f est dérivable sur ]5; 4+o00[. De plus pour tout = € ]5; +0o0],

_ 3Wx -5 log, (Bx—1) 1 _6(x—5)+(3z—1)In(3z —1)
"~ 2In(a) (3z — 1) 2 2z —5  4ln(a)Bz—-1)vVr -5

f'(x)

Conclusion, f est dérivable sur |5; +oo] et

6(r—5)+Bx—1)In(B8x—1)
4ln(a) B3z — 1)z =5

6.2 Soient a € R \ {1} et f : 2 — ch(2log, (sh(2z))). Soit € R, on a

Yz €]5; o0, f(z)=

f'(z) existe <= sh(2z) >0 & 22 >0 & z > 0.

Donc f est dérivable sur R% . De plus pour tout z € R,

2 (sh (2z))
F'(a) = (210, (sh (20))) sh (210, (sh (20))) = 2 200 s (2log, (sh (2)
4 ch (2z)
=————<_sh (2] h (2
eyt (2108, (1 (22))
Conclusion, f est dérivable sur |0; +oof et
4 ch (2x)
v 0; "() = ————~—sh (21 h (2 .
reloitoel  f(r) = st sh (21og, (s (22)))
6.3 Soit f : x +— arcsin (ﬁ) Soit x € R. On a
f'(x) existe “= -1< o2 < 1
& 0I<——«<1 car 14 z? > 0 pour tout z € R
14 2
& 1+a22>1 par décroissance de la fonction inverse sur R
s 22 >0.
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Donc, f est dérivable sur R*. De plus, pour tout = € R*,

( )’ 2z
1+a2 (1+22)?

/@) = -
Vi- () i ()

2x 1

14+ 22)% [O+=2)?—1
(1+22) ,/7(1%2)2
2x 1
= — car 14+ 22 >0
N2 2x2+27
(1 +33 ) 1+£2

2x

(14 22) 2| V2 + a2

Conclusion, f est dérivable sur R* et

2x
(1+22) 2| V2 + 22

VreR*,  fl(z)=—

6.4 Soient a € R \ {1} et f : x — arctan (2log, (3z +4)). Soit z € R. On a

4
f'(x) existe = 3r+4>0 & T > —=.

3
Donc f est dérivable sur ]—% ; —|—oo[. De plus, pour tout x € ]—% ; —&—oo[,
/ 2x3
() = (2log, Bz +4)) _  W@EAH  _ 6
1+4logk (3z+4) 1+4log>(3x+4) In(a)(3z+4) (1+4log? (32 +4))
Conclusion, f est dérivable sur ]—% ; —i—oo[ et
4 6
Vxe}—f;—i—oo{, "(z) = )
3 @) In(a) (3z +4) (1 + 4log’ (3z + 4))

6.5 Soit f :x — 35322((?) Soit # € R. On a les équivalences suivantes :

/ . T E ]—1; 1[ .
f'(x) existe <= {arccos(m) 40 & xe]-1;1].

Donc f est dérivable sur |—1; 1[. De plus pour tout = € |—1; 1],

arccos(x)  —arcsin(z)

arcsin’(x) arccos(x) — arcsin(z) arccos’ () T2 VT2 arccos(x) + arcsin(x)

/@) = - -

arccos?(x) arccos?(x) V1 — 22 arccos?(x)

Conclusion, f est dérivable sur |—1; 1] et

__arccos(z) 4 arcsin(x)

Vo €15 1], fla) = marCCOSQ(x) .
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