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Correction Automne 01
Bijection

Solution de ’exercice 1

1. Soit z € R. On a
f(z) existe & 2? —4x+5>0.

Soit A le discriminant de X2 —4X + 5. On a
A=16—-20= -4 <0.

Par conséquent, pour tout z € R, 2 — 4z 4+ 5 > 0. Conclusion,

la fonction f est définie sur R. ‘

2. La fonction racine carrée n’est dérivable que sur R’ . Cependant pour tout x € R, on a vu que
x? — 4z + 5 > 0. Par conséquent la fonction f est dérivable sur R.
Attention, la racine carrée posant un probléme, il est insuffisant d’affirmer que f est dérivable sur R
comme composée de fonctions qui le sont.
De plus, pour tout z € R,

, (22 — 4z +5)’ 2z — 4 x—2

F(w) = - - |
2022 —dx+5 2Va?—dx+5 Val-dx+5

Puisque pour tout z € R, on a Va2 —4x + 5 > 0, on en déduit que pour z € R, on a

f(z)>0 & r—2>0 & x> 2.

De méme f'(z) <0 < x < 2etenfin f/(x) =0 < =z = 2. Ainsi, la fonction f est strictement
croissante sur [2;4o00[, et strictement décroissante sur |—oo; 2].
De plus,
f2)=v4-8+5=1
lim f(x)= lim Va2—4x+45=400

T——+00 T——+00
lim f(z)= lim Va?—4x+5=4o0.
T——00 T——00

Conclusion, on obtient le tableau de variation suivant :

T —00 2 +oo
() -
oo o0
f(@) \ | /

3. La fonction f est continue sur R et par la question précédente strictement croissante sur [2; +o00[. Par
conséquent, la fonction g est continue et strictement croissante sur [2; +00[. Donc par le théoréeme de
la bijection, on en déduit que

g est une bijection de [2;+o00| dans [9(2); lim g(z)| = [1;+o0].

T—>+00

De plus, toujours d’apres le théoreme de la bijection, sa réciproque, notée h est aussi continue et
strictement croissante sur [1; 400].

19



-
.
e s Ko Mathématiques PTSI, RevAut0l Cor 2024-2025

4. On sait que la fonction f est dérivable sur R et donc sur [2; +o00[. Donc la fonction g est dérivable sur

[2; 400 et
z—2

Va2 —4x +5

Nous avons déja établi que Vo > 2, f'(z) # 0 et que f/(2) = 0. Par conséquent, g est dérivable sur
12; +o0[ et pour tout z > 2, ¢'(x) # 0. Ainsi,

o g est dérivable sur ]2; 4o0],

Vo€ 2,400,  ¢'(z) = f(z)=

o g est strictement croissante sur |2; +oo[;
o YV €]2;+00], ¢'(x) #0.

D’apres le théoreme de la dérivabilité de la fonction réciproque, on en déduit que

‘h est dérivable sur g (]2; +oo[) = |1; +oo[.‘

On sait méme que pour tout x > 2, h'(z) = m-

Enfin, f/(2) = 0 i.e. le graphe de f admet une tangente horizontale en 2. Par symétrie par rapport a
la droite y = z, on en déduit que

’1e graphe de h admet une tangente verticale en 1.

5. Par définition de f,

f4)=vV42 —4x4+5=1/5.

Donc g(4) = /5 et par suite,

h(V5) =4.

Enfin, par la question précédente et le théoreme de la dérivée de la fonction réciproque, pour tout
T > 2,

oo 1
"= g @)
Or pour tout x > 2, ) )
g'(z) = f(z) = T iays o)
Donc
oy 9 (h(z)) x
W) = =2~ ) =2
Ainsi,
N P R IR
B (\/S)_h(\/g>2_4—2_ 2
Conclusion,

W (v5) = L.

6. Soit (z,y) € [2;+00[ X [1;400[. On a les équivalences suivantes :

y=g() & y=+Va2 -4z +5
s y2:x2—4x+5 cary}l)Oeth—llx—l—E)ZO
& 2 — 4z +5—9*=0.

Considérons y comme un parameétre fixé et posons A le discriminant de X2 —4X +5 — 2. On a

A=16-4(5-9") =16-20+ 4y = —4+ 4y” =4 (4 — 1),
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Ory>1etdoncy?—1>0ie A >0. Ainsi,

4—/4(y? -1
y = g(x) & T = (y ):2—\/y2—1 oU =2+ /y2—1.

2

Or x > 2. Siy = 1, alors y = g(x) admet une unique solution double : x = 2 et si y > 1, alors
2—y?2—1<2< zet donc y = g(x) admet pour unique solution x = 2 4+ /% — 1. Dans tous les

cas,
y=g(z) & r=24/y? - 1.
Vy € [1;400], h(y) =2+ /y? — L.

Conclusion,




