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Correction Automne 05
Complexes

Solution de l’exercice 1
1. Soit z ∈ C. On a

f(z) existe ⇔ z − i ̸= 0 ⇔ z ̸= i.

Conclusion,
f est définie sur C \ {i}.

2. On a les égalités entre complexes suivantes :

f(1) = 1
1 − i

= 1 + i

12 + 12

= 1 + i

2
= 1√

2

( 1√
2

+ i√
2

)
=

√
2

2 ei π
4 .

Conclusion, la forme algébrique de f(1) est

f(1) = 1 + i

2 .

Sa forme polaire est

f(1) =
√

2
2 ei π

4 .

3. Méthode 1. Soit z ∈ C \ {i}. On a les équivalences suivantes :

z ∈ f← (R) =
{

z′ ∈ C \ {i}
∣∣ f

(
z′

)
∈ R

}
⇔ f(z) ∈ R
⇔ f(z) = f(z)

⇔ z

z − i
= z

z + i

⇔ z (z + i) = z (z − i) car z ̸= i

⇔ |z|2 + iz = |z|2 − iz

⇔ z = −z

⇔ z ∈ iR.

Rappelons que z ̸= i. Conclusion,
f← (R) = iR \ {i} .

Méthode 2. Soient z ∈ C\{i}, O(0), A(i) et M(z) trois points du plan complexes. On a les équivalences
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suivantes :

z ∈ f← (R) ⇔ f(z) ∈ R

⇔ z

z − i
∈ R

⇔ arg
(

z − 0
z − i

)
≡ 0 [π]

⇔
(

#     »

AM,
#      »

OM
)

≡ 0 [π]

⇔ O, A, M alignés
⇔ M ∈ (OA) = (Oy) .

Rappelons que z ̸= i donc M ̸= A. Donc l’ensemble des points du plan du plan complexe dont l’affixe
est solution est (Oy) \ {A(i)} Ainsi,

f← (R) = iR \ {i} .
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