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Correction Hiver 01
Ensembles et applications & Fonctions
usuelles

\. J

Solution de ’exercice 1

1. Déterminons D C C le domaine de définition de f. Soit z € C. On a les équivalences suivantes :

zeD = Z4+i#0 = Z# —i & z # 1.

2. Démontrons que f est injective sur D : on veut montrer que V (a,b) € D? = (C\ {i})?, f(a) = f(b) =
a = b. Soient (a,b) € D2 = (C\ {i})?. On a

Conclusion,

2a 2b
a+i  b+i
20 (b+1) = 2b(a+1)
2ab + 2ia = 2ab + 2ib
2ia = 2ib
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Conclusion,

‘f est injective sur D. ‘

3. Résolvons, suivant les valeurs de w € C, les solutions z € D vérifiant f(z) = w. Soient w € C. Soit
z € D. On a les équivalences suivantes :

2z
= R =
f(z)=w = w
& 2Z=w(z+1) car z+i#0car z £ i
& 2-wz=iw.
Premier cas, w # 2, alors,
Tw
= R zZ =
fz)=w =5
- —iw 1w
z = ==
2—w w-—2
Dans ce cas .%, = {%}
Deuziéeme cas, si w = 2, alors
f(z) =w & 0 = 2¢ impossible.

Alors .% = (). Conclusion, I’ensemble solution est donné par

7 - {{wwz} siw# 2

0 si w=2.
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4. Déduisons-en que f n’est pas surjective dans C. Autrement dit montrons la négation de Voo € C, Jz €

D, f(z) = « : montrons que
daeC, Vz €D, f(z) # a.

Par la question précédente, si « = w = 2, alors, f(z) = 2 n’admet aucune solution. Conclusion,

‘f n’est pas surjective dans (C.‘

NB : la fonction f est cependant surjective dans C\{2} et définit donc une bijection de D dans C\{2}.

Solution de I’exercice 2
1. Justifions que (£) admet une unique solution sur R. Soit f : 2+ arctan (z — 1) +arctan (z + 1) — 7.
o Comme somme et composée de fonctions qui le sont, la fonction f est définie et méme continue
sur R.
e Les fonctions z — x — 1, x — x + 1 et arctan étant strictement croissante sur R, on en déduit

que la fonction f est strictement croissante sur R.
T w7 T w™ W 37

, 51 , _ _

Des lors, par le théoreme de la bijection, la fonction f admet une unique valeur d’annulation :

dzxeR, f(x)=0 & arctan (x — 1)+arctan (z + 1)—% =0 & arctan (x — 1)+arctan (z +

Conclusion,

‘l’équation (E) admet une unique solution sur R. ‘

2. Déterminons 'unique solution de (E). Soit z € R. On a

NB

x solution de (E) = tan (arctan (x — 1) + arctan (z + 1)) = tan ( )
tan (arctan (x — 1)) 4 tan (arctan (:c +1)) )
1 — tan (arctan (z — 1)) tan (arctan (z + 1))

N r—14+z+1
l—(x—=1)(z+1)

O
1—(22-1)
2x

= m—l

= 20 =2 — 22

= 22 +20—-2=0.

Soit A le discriminant associé. On a A =4 + 8 = 12. Donc

—24+2V3
:c:z\[:—lJr\/:? oU z=—1—+3.

Testons, si = —1 — /3, on a
arctan (z — 1) 4+ arctan (x 4+ 1) = arctan (—2 - \/g) + arctan (—\/g)

= —arctan (2 + \/§) —arctan <\/§) par imparité de arctan Z

<0 <0

Donc z = —1 — v/3 n’est pas une solution. Donc I'unique solution est donnée par
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