Mathématiques PTSI, RevHiver10 Cor 2025-2026

Correction Hiver 10
Analyse asymptotique & Bijection

Solution de ’exercice 1

1. Au voisinage de 0. On sait que arctan(x) ~ x et que % ~ 1. Donc par produit,
z—0 +Z 20
2
f(z) = 1 arctan(x) ~ 3.

Autrement dit,
_ 3 3
f(z) ot —l—o(az )
Donc la courbe représentative de f admet pour tangente en 0 la droite d’équation
y=0.

De plus f(x) — 0 ~o x3. et deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré. Donc
Tr—r

La courbe de f est en dessous de sa tangente en 0~ et au dessus en 0.

2. Au voisinage de +o00. On sait que pour tout x > 0,

tan (z) = © — arct (1)
arctan (r) = — — arctan (| — .
2 x

Posons u = L — 0. Puisque arctan (u) = u+ o (u?), on en déduit que
T z—+oo u—0

tan (z) = ™ 1 n 1
arctan (z) = 5 o Tola)
D’autre part,

2 z?

1 1 1 1 1 1
=— T = z({l-—=+—=5+0(=3 = z—1+—4o0(—-].
1+z x 1+ 3 oo r x T T——+00 x x

Alors, par produit,
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Conclusion, la courbe représentative admet pour asymptote en +oo la droite d’équation

™ s

De plus,
T m m\ 1
flz)——z2—=—-1 ~ (1+>>0
x
Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré. Donc

Au voisinage de +00 la courbe de f est au-dessus de son asymptote.
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Solution de I’exercice 2

1. Précisons le comportement asymptotique de f au bord de son domaine de définition. On note que f

est définie sur R comme différence de deux fonctions qui le sont. Etude en +oo : Tout d’abord,

x
lim f(z)= lim " —x= lim :U(e—1>.

Tr—+400 Tr—+0c0 T—+00 €T

Or par croissance comparée, lim = +00. Donc par différence et produit,

T
x——+oco I

lim f(z) = 400 (4+00—1) = +oc.

T—r—+00
Puis

lim ﬂ: lim (—1).
rx—+o00 I T——+00 €

xT

~ . , . € s
De méme, par croissance comparée, lim — = +oo. Donc par différence,
r—+oo X
. f(@)
lim —— = 4o0.

r—+oco I

Ainsi,

le graphe de f posséde une branche parabolique de direction (Oy) en +oc. ‘

Etude en —oc :
lim f(z)= lim (e —2)=0—(—o00) = +oc.

pra—— z——00
Puis,
lim M: lim <em_1) =0-1=-1.
zo—c0 z5—c0 \
Mais aussi,
Jim (f(2) = (=2)) = lim e =0.
Conclusion,

‘le graphe de f possede une asymptote d’équation y = —x en —oo.

. Dressons le tableau de variation complet de f. La fonction f est dérivable sur R comme différence de
fonctions qui le sont et pour tout = € R, f/'(z) = e —1. Dés lors, par la question précédente et le fait
que f(0) =1, on en conclut :

T —00 0 “+0oo
f'(x) - 0 +
+00 +00
f \ /
1

3. Justifions qu’il existe un unique « € R_ tel que f (o) =e—1. On a

e la fonction f est continue sur ’intervalle R_,
e par la question précédente, la fonction f est strictement décroissante sur R_,

e On a vu que Em f(z) = 400 >e—1. De plus e > 2 donc e —1 > 1 = f(0).
€T —0o
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Donc par le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires,

‘H!QER_, f(a):e—l.‘

4. Déterminons J = f (R4) et f ([0;e —1]). Par la question [2fon a directement,

[7=F(Ry) = [1;+oo[ |

D’autre part, par la question précédente, et le fait que f(1) = e—1, on obtient

x —00 a 0 1 +00
f(x) - 0 +
+00 +00
f \e—l e—l/

Conclusion,

L (0se—1]) = 7 (e —1]) = [a31].|

Soit g la restriction de f de R4 dans J. Montrons que g définit une bijection. Par ce qui précede,

e la fonction g est continue sur R,

« la fonction g est strictement croissante sur R;.

Donc par le théoréme de la bijection, g définit une bijection de R, dans g (Ry) = [g(O); lim g(z)| =

r—+00
[1; +00] = J. Conclusion,

‘la fonction g définit bien une bijection de Ry dans J. ‘

Montrons que g~ ! est dérivable sur un sous-ensemble J’ de J et pour tout y € J' exprimons (g‘l), (y)
en fonction de g~!(y). Posons J’ = ]1; +oo[. Alors J’ est bien inclus dans J de plus,

e la fonction g est dérivable sur R* ,

o la fonction g est strictement croissante sur R* ,

o pour tout z € R%, ¢'(x) = e” —1 > 0, car z > 0. Donc ¢'(z) # 0 (il était donc nécessaire d’enlever
0 de Ry et donc 1 de J).

Par le théoreme de la dérivée de la réciproque, on en déduit que

g~ ! est dérivable sur g (RY) = J" =115 400].

De plus,

e, (67) )= _




