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Correction Printemps 02
Polynémes / continuité-dérivabilité

Solution de ’exercice 1

1. Par le binbme de Newton, on a

2n m . ) 2n—1 m .
P = XF - X" -2X —-1= X" —-2X car2n—1>1carn > 2

(272) .- 2n—2
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— X! 4 QnZQ M) xk_9x
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Or 2n —1 > 1 car n > 2. Conclusion,

|d=deg(P)=2n—1]

2. Poursuivons les calculs précédents,

2n—3
_ 2n—1 (2n)! 2n—2 2n\
P =2nX" —i—an +;€21<k>X —2X car2n—2>1carn > 2
_2nX2n 1 ( )( X2n 2+2n23< >Xk_2X
2n—3
=2 X" 4 n(2n — )X 4 Z ( )X’“—2X
Puisque 2n — 2 > 1 (car n > 2) alors en notant ag, . .., aq les coefficients de P, on a ag_1 = n(2n —1)

et ag = 2n (rappelons que d = 2n — 1). Alors, par la relation racine-coefficient, on a

zd:Tk:_ad_l :_n(Qn—l) :_2n—1
— aq 2n 2

3. On observe que
P(-1)=(0)*" = (-1)* —2(-1) —1=-1+2—-1=0.

Donc —1 est une racine de P. De plus,
P =2n(X +1)" 1 —2px?1 _2 car 2n —1 >0 car n > 2.

Des lors,
P (-1)=0+2n-2>0 car n > 2.

Conclusion,

‘ —1 est une racine simple de P. ‘

4. On note que 2X2 +3X?+ X = X (2X2 +3X +1). Puis on remarque que —1 est une racine de
2X2%+3X +1 donc X + 1 divise 2X? +3X + 1 et méme 2X? +3X +1 = (X + 1) (2X + 1). Ainsi,

2X3 43X+ X =X (X +1)(2X +1).
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Par suite, 2X3 + 3X2 4+ X admet trois racines simples distinctes : 0, —1, —%. On a déja vu que —1
est une racine de P. Observons également que

1 1\2" 1\ 2" 1 1 1
©) 0-0 0 e ( 2) (2> < 2) 3 a7 gn T0=0

Donc 0, —1, —% sont aussi racines de P. Toutes les racines de 2X? 4+ 3X? + X sont racines de P (avec
une multiplicité supérieure ou égale). Conclusion,

[2X3 4 3X2 + X divise P |

Solution de ’exercice 2

1. Précisons le domaine de définition de f. Soit x € R. On a

f(z) existe & /T existe & x

WV
o

Donc le domaine de définition de f est donné par

De plus, on note que pour tout x > 0, f(z) = z%/2.

2. Calculons la dérivée de f sur R . La fonction f est dérivable sur R comme produit de deux fonctions
qui le sont (attention, la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0). De plus, pour tout = > 0,

Foy= () = S S5

Conclusion,

Ve e RL, f'(z) ==V

| W

3. Montrons que f est € en 0 et préciser f/(0).
Méthode 1, par le théoréme de prolongement €.
o La fonction f est continue sur Ry comme produit de deux fonctions qui le sont.
« La fonction f est €' sur R* comme produit de deux fonctions qui le sont.
o Pour tout z € R%, f/(z) = 3\/z d’apres la question précédente et de plus,
lim f'(z) = lim §\/:E =0.
z—0 2

z—0
z>0 >0

donc cette limite existe bien dans R.

Conclusion, par le théoréme de prolongement %!,

f est €' en 0 et donc sur Ry

et

f'(0) =0.

Méthode 2, par les définitions. Montrons tout d’abord que f est dérivable en 0. Pour tout x > 0, on a

f) = 10) _wyE-0_ o

x—0 x

Donc ce taux d’accroissement admet une limite finie et

hmwzhm\f:@‘
z—0 x—0 z—0
x>0 x>0
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Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. De plus, pour tout « > 0, f'(z) = 3/ donc

Vo € R+, f’(l‘) = 7\/5.

Or la fonction \/ est continue sur Ry. Donc /! est continue sur R, . Conclusion,

fest € sur Ry et f/(0) = 0.

4. Montrons que pour tout n € N,
3 3
5\/ﬁg (n+1)vn+1—nyn< 5\/n+1.

Soit n € N. Par la question précédente, f est continue sur [n;n + 1] et dérivable sur |n;n + 1| (car
n+ 1 > n). Donc par l'identité des accroissements finis,

Jep €nsn+1[,  f(cn) = f(nn—:—li:Z(n) & ;\/CTL: (n+1)vVn+1—nyn.

Or n < ¢, <n+1 et la fonction racine carrée est croissante sur R, donc

3 3

3
vn < e, <vVn+1 = 2 ngi\/ag?/wrl car 3/2 > 0.

Conclusion,

3 3
iﬁé(n—l—l)\/n—kl—n\/ﬁé 5\/714—1.

5. Déduisons-en un équivalent simple de u, = (n +1)v/n+1—ny/n. On sait que n+1 ~ n. Donc

n—+oo
par élévation a la puissance 1/2,

3 3
-vn+1l ~ =

2 n—+oo 2

N

Donc par la question précédente et le théoreme d’encadrement des équivalents,

~ 2m

" nstoo 2

6. Retrouvons le résultat de la question précédente directement. Pour tout n > 0, on a
up = (Mm+1)vn+1—-nyn
1 1/2
:(n+1)\/ﬁ<1+> —nyvn
n
1 1 1
= (n+)vn(l+—+o0(=))—nvn car — — 0
n

n—+00 2n n n—-+oo

— vt Yo (V) + Vit o (V) - v

n—-+o0o

_ WA

n—4oo 2

Conclusion, on retrouve bien que

NG

n n—+oo 2




