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Correction Printemps 04
Séries et analyse asymptotique

Solution de l’exercice 1 On a pour tout n ∈ N∗, un = en ln
(

1+ 1
n4

)
−1. Donc

un =
n→+∞

en
(

1
n4 +o

(
1

n4
))

−1 car u = 1
n4 −→

n→+∞
0

=
n→+∞

e
1

n3 +o
(

1
n3

)
−1

=
n→+∞

1 + 1
n3 + o

( 1
n3

)
+ o

( 1
n3 + o

( 1
n3

))
− 1 car 1

n3 + o

( 1
n3

)
−→

n→+∞
0

=
n→+∞

1
n3 + o

( 1
n3

)
.

Ainsi,
un ∼

n→+∞

1
n3 .

De plus, pour tout n ∈ N∗, 1
n3 > 0. Or la série

∑
n∈N∗

1
n3 converge en tant que série de Riemann d’exposant

α = 3 > 1. Donc par le théorème des équivalents des séries à termes positifs,∑
n∈N∗

un converge.

Solution de l’exercice 2
1. Soit x ∈ R. On a les équivalences suivantes

1 − 2 cos(2x) = 0 ⇔ cos (2x) = 1
2

⇔ ∃k ∈ Z, 2x = π

3 + 2kπ OU ∃k ∈ Z, 2x = −π

3 + 2kπ

⇔ ∃k ∈ Z, x = π

6 + kπ OU ∃k ∈ Z, x = −π

6 + kπ

Conclusion, l’ensemble de définition de f est donné par

Df = R \
{

π

6 + kπ, −π

6 + kπ

∣∣∣∣ k ∈ Z
}

.

2. Pour x proche de π
6 mais différent de π

6 , posons, h = x − π
6 . Alors h −→

x→ π
6

x ̸= π
6

0 et x = π
6 + h. Ainsi,

f(x) = f

(
π

6 + h

)
=

2 sin
(

π
6 + h

)
− 1

1 − 2 cos
(

π
3 + 2h

)
=

2
(
sin

(
π
6

)
cos (h) + sin (h) cos

(
π
6

))
− 1

1 − 2
(
cos

(
π
3

)
cos (2h) − sin

(
π
3

)
sin (2h)

)
= cos (h) +

√
3 sin (h) − 1

1 − cos (2h) +
√

3 sin (2h)

=
h→0
h̸=0

1 − h2

2 + o
(
h2)

+
√

3 (h + o (h)) − 1
1 − 1 + 4h2

2 + o (h2) +
√

3 (2h + o (h))

=
h→0
h̸=0

√
3h + o (h)

2
√

3h + o (h)
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Or
√

3h + o (h) ∼
h→0
h̸=0

√
3h et 2

√
3h + o (h) ∼

h→0
h̸=0

2
√

3h. Donc par quotient,

f

(
π

6 + h

)
∼

h→0
h̸=0

√
3h

2
√

3h
= 1

2 .

D’où
f(x) ∼

x→ π
6

x ̸= π
6

1
2

Conclusion,

lim
x→ π

6
x ̸= π

6

f(x) = 1
2 .
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