-
ﬁ( ’

< o -

e st orms Colle de mathématiques PT 2025-2026

Colle du 15/09 - Sujet 1
Algeébre linéaire

Question de cours
1. Définir des supplémentaires et les caractériser en dimension finie.
2. Démontrer que si p est un projecteur d’'un R-espace vectoriel de dimension finie, alors Tr (p) = rg (p).
. . . Rg [X] — R4
Exercice 1. Soit f : P — (P(1),P2),P(3),P4)
1. Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques.

2. Démontrer que f est isomorphisme.
Exercice 2. Soient p € N*, p > 2 et A, B, F1, ..., F), des sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que AUB=F = (A=FE OoU B=E).

P
2. En déduire que UF’ =F = Jie[lp], F,=F.

i=1
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Algebre linéaire

Question de cours
1. Enoncer le théoréeme du rang et donner la caractérisation des isomorphismes.

2. Montrer que pour tout (A, B) € 4, (R)2, Tr(AB)=....

) , R? — RY
Exercice 1. Soit f : (z,9,2) = @4y y—zct+ytzz—y—z

de f.

) Déterminer la matrice, le noyau et 'image

Exercice 2. On pose u; = (1,1,0), us = (1,1,1), us = (1,0,1) F = Vect (uy, uz) et G = Vect (us).
1. Montrer que F' et GG sont supplémentaires.
2. Déterminer A la matrice dans la base canonique de p la projection sur F' parallelement a G.

3. En déduire B la matrice dans la base canonique de s la symétrie par rapport a F' parallelement a G.
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Algebre linéaire

Question de cours
1. Donner la définition de F' stable par f et de I’endomorphisme induit.

2. Démontrer que deux matrices semblables ont la méme trace.

Exercice 1. Soit F un K-espace vectoriel et € = (e, e2) une base de E. Soit (f1, f2, f3, f1) € £ (E)4 défini par

{f1 (e1) =e1 {f2 (e1) = e2 {f3 (e1) =0 {f4 (e1) =0
file) =0 7 fale2) =0 7 |fa(ea) =er ~ |fale2) =e2
Montrer que & = (f1, f2, f3, f4) est une base de .Z (E).

Exercice 2. Soient (E11, E12, Fa1, Ea2) la base canonique de .#5 (R) et

F={a(Ey — E)+b(Ew+En)|(a R?}
G={a(En+Ex)+b(Ew—Eyn)|(a R?}.
1. Justifier que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de .Z5 (R).

2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans .#5 (R).

3. Soit p la projection sur F' parallelement sur G. Déterminer la matrice de p dans la base canonique.



