Mathématiques PTSI, DM1 Cor 2026-2027

Correction du Devoir Maison 1
Logique et fonctions réelles

Du lundi 21 septembre

Probleme I - Logique et raisonnement

Soient f et g deux éléments de R® = .% (R, R). On dit que f et g commutent si et seulement si fog = go f.
On s’intéresse & déterminer le centre de .# (R, R) i.e. 'ensemble

C(F RR) ={feFRR)|Vge F[RR), fog=gof}.

1. Soit (f,g) € .Z (R,R)?. On a

‘P(f,g) : «VreR, f(z) =g(x) ».‘

La négation est donc

P(f,g): «dxr e R, f(z) # g(x) ».

2. Les assertions s’écrivent :

(a) |A:«V(f,g9) e ZRR?* P(fg). »

(b) |[B: «Vfe Z(R,R), 3g€ F (R,R), P(fg)>»]

(¢) |C:«3(f,9) e Z(R,R?, P(f,g).»

(d) |[D:«3f € Z (RR),Vge F(R,R), P(fg) ]

3. Leurs négations sont alors données par

(a) |[A:«3(f,9) € ZRR?, P(fg) »
(b) |B:«3f € Z(R,R), Vge.Z (R,R), P(fg)>»
(c) |C: «V(f,9) € F (R,R)?, P(fg) »
(d) |D:«VfeZ[RR), Ige.ZRR), P(f.g) »

4. On a les implications suivantes

A= D= B =¢C]

En effet, si A est vraie, toutes les fonctions commutent avec toutes les autres alors n’importe laquelle
commute avec les autres, en en fixant une, on obtient I’assertion D.

Si D est vraie alors une fonction fy (fixée et indépendante de quoi que ce soit) commute avec toutes
les fonctions, alors chaque fonction va commuter avec fy et donc C' est vraie. Attention, la réciproque
est fausse a priori car si pour chaque f, on peut construire une fonction gy adaptée a f qui commute
avec f cela ne signifie pas qu’une seule et méme fonction va commuter avec toutes les fonctions f.

Si C est vraie alors chaque fonction va commuter avec une autre fonction. Donc en en fixant une, on
peut en trouver une autre qui commute avec et donc globalement construire un couple qui commute.
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5. (a) Pour démontrer une existence il nous faut ou utiliser un théoreme le garantissant ou en préciser un
exemple. Prenons ici un exemple et fixons f = Idg. Alors montrons que pour tout g € % (R, R),
Idg 0 g = g o Idg. Soit g € .Z (R,R). On a pour tout = € R,

Idg o g(z) = Idr (9(z)) = g(z) = g (Idr (z)) = g o Idr().
Ceci étant vrai pour tout « € R, on en déduit que Idg 0 g = g o Idg. Or g est quelconque donc
Vg € Z (R,R), Idg 0 g = g o Idg,

autrement dit,
vQEﬁ\(RaR)a P<IdR7g)
Ainsi,
df =1dg € Z (R,R), Vge Z (R,R), P (Idg, g) .

D est vraie.

(b) On a montré dans la question précédente qu’au moins une fonction permutait avec toutes les
fonctions i.e. qu’il existe f € .# (R, R) telle que f € € (% (R,R)). Conclusion,

Conclusion,

% (7 (R,R)) #0.|

Plus précisément, nous avons méme établi
Idgr € € (Z (R,R)) ie. {Idp} C ¢ (7 (R,R)).

(c¢) Puisque D est vraie et que, par la question précédente D = B = C, on en déduit que

’B et C sont Vraies.‘

6. (a) Montrons que A est fausse i.e. que A est vraie ou encore qu’il existe deux fonctions f et g

R R
qui ne commutent pas entre elles. Soient f : - 0 la fonction constante égale a 0 et g :
R R
- : 1 la fonction constante égale a 1. Alors, pour z = 0 par exemple, on a
f(9(0)=f(1)=0
Or

g9 (f(0)) =g(0)=1.
Donc fog(0) # go f(0) ceci étant vrai en au moins un point, on en déduit que fog # go f ou

encore que P (f,g) est vraie. Conclusion, 4 est vraie et donc

(b) Puisque A est fausse, on en déduit que toutes les fonctions f ne sont pas dans ¢ (% (R, R)) i.e.

% (7 (R,R)) # Z (R,R).|

Pour f € .Z7 (R,R), on considére I'implication suivante :

fe¥ (7 (R,R)) = f=1dg.
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7. La réciproque est donnée par

10.

11.

\f:IdR = fe%(ﬁ’(R,R)).‘

La négation est donnée par

[€€(F(RR) BT [#Idg]

La contraposée est donnée par

[f#lde =  [¢%(FRR) ]

Dans la question |5./on a vu que si f = Idg, alors f € ¢ (% (R,R)). Conclusion,

‘la réciproque est vraie. ‘

Soit f € # (R,R). Supposons que f # Idg. Alors, il existe xg € R tel que

[ (zo) # Idr (z0) = 0.

R R
Posons gp : v s Montrons que f et go ne commutent pas. Soit y € R\ {zp}. On a
0

fogo(y) = f(g90v) = f (o).

D’autre part,
go o f(y) = g0 (f(¥)) = zo.

Donc par définition de xg, on a

fogo(y) # go0 fy).

Ceci étant vrai en au moins un point, on en déduit que f o gg # go o f i.e. f et gop ne commutent pas
et donc f ne commutent pas avec toutes les fonctions :

f¢¢(F (RR)).

Conclusion, la contraposée est vraie :

f#lde =  f¢%(F[RR)]

On sait que la contraposée est équivalente a I'implication initiale. Donc par la question précédente,
on en déduit que 'implication est vraie :

fe?(ZRR) =  f=Idp

Or par la question [8.] nous avons déja vu que la réciproque est aussi vraie. Conclusion,

feC(F®RR) &  f=Ids|

Conclusion, nous avons démontré ’assertion suivante :

\alfeff(R,R), Vg€ .7 (R,R), fog:gof.\
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Probléme II - Fonctions réelles

On considere la fonction

x+2> || 1
4 2

f: x—2aln (
xr—2
Partie 1 : Généralité

1. Calculons f (14).

Par définition,

1442\ [14] 1
14_141( ) 4t
F{14) "2/t 1 s
16) 14 1
—141n<1z MR
4 16
141 (7) 16
"\3) 71

= 141n(4) — 141In(3) +

4
= 281n(2) — 141n(3) + 4.

Conclusion,

| f(14) = 281n(2) — 14In(3) + 4. |

2. Calculons D le domaine de définition de f. Soit z € R. On a

x€eD & f(z)existe & it; > 0.
On a le tableau de signe suivant :
x —00 -2 2 +00
T+ 2 — — 0 +
x — 2 - 0 + +
ot + 0 — 0 -

Conclusion,

| D =]—00; —2[U]2; +o0[ .|

3. Montrons que f est paire.
D’une part, par la question précédente, on remarque que D est centré en 0.

D’autre part, pour tout x € D, on a
—r+ 2) |—x|
f= < —x —2 4 + 2
i (555) T
T+ 2

n <x+2>+|x|+
= —_— —_
T —2 4 2
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Conclusion,

‘la fonction f est paire. ‘

On en déduit que la graphe de f est symétrique par rapport a l'axe (Oy).

’Il est donc possible d’étudier la fonction f sur ]2;+ool. ‘

Partie 2 : Etude aux bornes

4. Calculons lin% f(z). On observe que
T
>2

Par composition,

Donc par produit et somme,

lim f(x)
r>2

Conclusion,

5. Montrons que Vz € ]2; +o00[, f(x) >

li :c+2_« » = +
r>2
2
hmln(aH— >:—|—oo
T2 x—2
r>2
. :U+2> || 1
=t (T55) g e
r>2
li = )
iy /@) = +oe
x>2
4. Soit x € ]2; +oo[. Alors, x +2 > x — 2 donc
2
T >1 car x — 2 > 0.
T — 2

Donc par la stricte croissance de la fonction logarithme,

Puisque > 2 >0, zIn (L”) > 0. D’ou,

z—2

f(zx) :xln<x_2

6. Calculons xgrfoof(x) Omn a

. T
lim — = +o0.
r——+00

Donc par la question précédente et le théoréme de minoration, on en déduit que

azgrfoof(x) = +oo

/2



Mathématiques PTSI, DM1 Cor 2026-2027

f(x)

7. Calculons lim ——=. Pour tout > 2, on a

10.

r—+o0o I

o)y (242) lod 1

T T —2 4o = 2x
N S AN A
_ln<x(1i)>+4x+2m car x > 0

: 1+2 Ll
= In — e
1-2) 4 2z

= 1. Donc par composition,

14+ 2
lim ln( +"§> =0.
T—+00 1— %=

&)

1
Or lim +

r—4o00 ] —

SR

Donc par somme,

o fl@) 1+2Y 1 1) 1

Conclusion,

lim —* = —.
T—+o0 I 4

Soit h : u +— In (1 + u). Déterminons le domaine de dérivabilité de h. On sait que la fonction logarithme
est dérivable sur ]0; +oo[. Donc pour u € R, on a

h dérivable en & 1+u>0 & u > —1.

Conclusion,

‘la fonction h est dérivable sur |—1; +oof. ‘

Calculons h/(0). On commence par noter que 0 € ]—1; 400 donc h est dérivable en 0. De plus,

14 u) 1
En particulier,
h'(0) = 1.
In (1
Montrons que lim M = 1.
u—0 u
u#£0
Par la question précédente et la définition de la dérivée,
h(u) —h
lim MW =) gy g
u—0 u—0
u#0

On a pour tout u € |—1;0[ U]0; +o00],
h(u) —h(0) In(I+u)—In(l) In(1+4w)

u—20 N U U
Conclusion,
In(1
Jig (L)
u—0 u
u#£0
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11. Montrons que pour tout x € |2;+o0[, f(z) = xIn (1 + -2 ) +24 1

Soit x > 2, on a

z—2 4 2
r—2+4 z 1
(5
SR N S R R
1 <1+ & )+x+1
=zln —+ -
r—2) "1 2

Conclusion,

Vo € ]2; +o0], f(x)len(l—l—xiQ)—l— +1.

. x 5
12. Montrons que IETOO (f(x) — Z) =3

Par la question précédente, pour tout x € |2; +o0],

f(x)—%zmln(l—l—i)—{—}.

x—2 2
Pour tout z € ]2; +o0[, posons u = %. On a
4
u(r—2)=4 & r—2=— car u # 0
u
4 442
& r=—+2= i u'
u u
Deés lors,
x  4+2u 1 In(1+w) 1
— = In (1 = (d42u) ———L 4 o
f(x) n " n ( +u)+2 (4 + 2u) — +3
Orquandx—>—|—oo,0nau:£—>0.Donc
: x . In(14+wu) 1
i (0= ) = im0+ 20 2 4 5.
In (1
Or par la question lirrb M = 1. Donc par produit et somme,
u—r u
u#£0

Conclusion,

lim (f(x) - £> = g

T—+00 4

13. Par la question précédente, on en déduit directement que

9
le graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = % + 5 en +00.

14. Déterminons le comportement asymptotique de f en —oo.

Par la question [3.| la fonction f est paire. Donc par la question précédente, on en déduit que

z 9
le graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = v + 5 en —oo.

/i3
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Partie 3 : Etude de la dérivée

15.

16.

17.

18.

Justifions que f est dérivable sur |2; +o0].

Pour tout x > 2, on a x —2 # 0. Donc x — % est dérivable sur |2; +oo[. De plus, par la question

pour tout z > 2, % > (. La fonction In étant dérivable sur |0; +oo[, par composition, z +— In (%

est dérivable sur ]2; 4-o00[. La fonction x — % + 3 est dérivable sur ]0; +oo et donc sur |2; +oo[. Par
produit et somme, on en conclut que

‘la fonction f est dérivable sur |2; +oo]. ‘

Calculons f’. On a pour tout z € ]2; +o0],

f(x):xln(ac+2)—mln(m—2)+z+%.

La fonction f étant dérivable sur ]2; 00| par la question précédente, on calcule pour tout = € ]2; +o0],

, T T 1
f(:n)zln(x+2)+m—ln(:p—2)—$_2—|—1
:ln<:c—|-2) z(z—2)—z(z+2) 1

x—2 (x+2)(x—2) 4
_ln<x+2)+x(m—2—x—2)+1

x—2 z? —4 4
_ln<x+2)_ 4z +1

x —2 2 -4 4

Conclusion,

x—l—2) 4x 1

Vz € ]2; +o0], f’(al:)-ln(x_2 + .

2 -4 4

Déterminons le comportement asymptotique de f/ en +oo.

1+2 "
£ — 1. Par composition,

Pour tout z > 2, X2 =
T z=2 1—% z—+00

x—2
De plu iz = — 0. Don min
(§ S = . onc par so e
P b’l‘2—4 x—%z—H—oo par's ’
lim f'(z)=0 O—i—l
. 1m xT 4

Conclusion,

1
le graphe de f’ présente une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +oo.

Montrons que Vz € ]2;+oc[, f/(z) =In(z+2) —In(z —2) — 2 — 25 + 1.
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19.

20.

Pour tout = € |2;4+o00[, on a

2 2 .1 N
-2 x+2 4 (v —2) (v +2) 4

In(x+2)—In(z—-2)— <
:ln<x+2>_2(x+2+$—2)+1
x—2
(

:1;+2)_2(x+2)+2(:1:—2) 1

x2—4 4

Conclusion,

2 2 1

Ve €]2itool, fl(z)=ln(e+2)-l(e—2) - ——5———5+.

2

xr —

- 1 _9 -1
2). Pour tout x > 2, posons u = —5 i.e. x —2 = : ou encore

Calculons lim (— In(z—2)—
r—2
r>2

-1 — 14+2u
r = +2= "¢ Alors,

—ln(x—Q)—$i2 :—ln(%> —2u:ln(u)—2u:u(1ngu) —2>.

De plus quand z — 2, x > 2,0on a u = ﬁ — 0% = +00. Par croissance comparée,

lim n(u) = 0.
u—+o0 u

Donc par produit,

lim <—ln(:n—2)— 2 ): lim u(ln(u>—2>:—|—oo><(—2):—oo.

T—2 r— 2 U—+00 U
T>2
Conclusion,
. 2
g (—ln(m—?) - x—2> -
>2
Calculons lim f/(z). On a lim In (z + 2) 2 +1 In(4) 2+1 In(4) ! Donc par la question
i . i - 4= _Z4C = _ .
bl bl z12 4 171 4 bt fa quest
>2 >2
précédente, on en déduit que
2 2 1
. / T _ _ _ _ il
il—%f(x)_il—% In(z+2)—In(x—2) e R 0.
>2 >2
Conclusion,
. / _
lim f'(2) = —o0
>2
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21. Calculons f”. Par la questionpour tout x € ]2; 400, f/(z) =In(z 4+ 2)—In (z — 2)— 25 — 25 +1-

Donc la fonction f est dérivable sur |2; +o00[ comme somme de fonctions qui le sont et de plus,

1 1 2 2
t12 72" (z —2)? " (v +2)
(z+2)(x—2%—(z+2)2(x—2)+2(x+2)?+2(x—2)°

(z +2)* (x — 2)?
(z+2)(z—=2)(z—2-(z+2)+2 (2 +4zv+4+2? — 4z +4)
(z +2)* (x — 2)?
B (:1:2 — 4) (—4) +42% + 16
(@42 (x—2)?
32
(z+2)* (x —2)*

Vz € 125400, f"(z)=

Conclusion,

32

Vo € ]2; 400, f'(z)= @2 2

22. Calculons f (). Par la question précédente, on a
32
(a2 —4)"
La fonction f” est dérivable sur ]2; +oo[ comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas sur |2; +o00[. Donc f est trois fois dérivable sur ]2; +oo[ et pour tout x € ]2; +00],

_232 X (2z) 128

@-1 " @ -a®

Vo €]2; 400, f'(z)=

Va €2 +oo, fP(a) =

Conclusion,
128z
Vr € |2; 400, G(z) = —
2tecl, V) =~
23. Déterminons le tableau de variation complet de f’ sur ]2; +o0|.
Par la question Ve > 2, f'(z) = % > 0. Donc la fonction f’ est strictement croissante
1
sur ]2; +oo[. De plus par les questions|17.et[20/on a lim f/'(z) = = et lim f'(z) = —oo. Conclusion,
r——+00 4 x—2
>2
T 2 +00
1
1
f/ /
—00

24. Par la question précédente, pour tout x > 2, f'(x) < %. Donc

la fonction f’ est majorée sur ]2; +oo.

Cependant lim2 f'(z) = —oo implique que
z—
r>2

. / . . / . . . ’
la fonction f’ n’est ni minorée ni a fortiori bornée sur |2; +ool.

10/]12]
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25. Montrons qu’il existe un unique « € |2;4+o00[ tel que f/ (a) = 0.

Par ce qui précede, on a 0 € ]—oo; ﬂ = lin% f'(z); ll)rf f'(z)|. De plus la fonction f est continue
r—r x o
r>2

et strictement croissante sur |2; +oo[. Conclusion, par le théoréeme de la bijection ou le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires,

o €125 4+00[, f'(a) =0.

26. On pose 8 = f ().

(a) Montrons que In (g—fg) = a;lil -1

Par construction de «a, on a

+2 4o 1
(a)=0 < 1(0‘ )— Z =0
fla) "\a2) Ta2—ata
- 1<Oz+2>7 4o 1
a—2/) a2—4 4
Conclusion,
) (a+2> 4o 1
n —_— —_
oa—2 o?—4 4
(b) On a
B=f(a)
ol (a+2>+\a|+1
a—2 4 2
4o 1 a 1 . ,
=« 21 1 +Z+§ par la question précédente et o > 2 > 0.
4?1
a2 —4 2
Conclusion,
40 1
B_a2—4+§

Partie 4 : Conclusion

27. Calculons le tableau de variation complet de f sur D = |—o0; —2[ U ]2; 400].
Par la questionla fonction f’ est strictement croissante sur |2; +o0o] et par la question ' (a) =0.

On a donc
x 2 « +o00
f(z) - 0 +
f
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De plus, par la question [4.| lim f(z) = 400, f (a) = f et par la question lim f(z) = +o0. D’ou,
73 Trhes

x 2 « +00

+0o0 +00

28. Déterminons 'existence et I’équation de la tangente au graphe de f en x = 14. On sait que f est
dérivable sur ]2; +oo[ donc en 14. Donc

‘le graphe de f possede une tangente au point x = 14. ‘

De plus I’équation de cette tangente est donnée par
y=f(14) (x —14) + f (14) .

Par la question [16.

1442\ 4x14 1
()=t (1) L
PO =17 5) " P11

<16) 14 1
() o

12 -1 4
14 1
=In(4) — In(3) — 487+ 16
=21In(2) — In(3) — % +t1
=21In(2) —In(3) — YR

Par la question [L.| f (14) = 281n(2) — 141In(3) + 4. D’ou I’équation devient
1
y = <21n(2) —In(3) — ) (x —14) +28In(2) — 141In(3) +4

_ <2ln(2) Cn(3) — i) v~ 281n(2) + 141n(3) — =+ 281n(2) — 141n(3) + 4

= <2 In(2) — In(3) — 24> x + %—;48

1 41
=|2In(2) -1 — ) —.
( n(2) — In(3) 51 x+12
Conclusion, ’équation de la tangente au graphe de f en x = 14 est

y = (2ln(2) —In(3) - ?4) Tt %'
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