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Corrigé du Devoir Surveillé 1
Logique, fonctions et bijections

Probleme I - Logique et fonction

Partie 1 : Généralités

Soient f et g deux fonctions de R dans R. On considére alors les prédicats suivants :

A(f,g) : « Les graphes de f et g sont confondus. »

B (f,g) : « Les graphes de f et g se coupent en au moins un point. »

C (f,g) : « Au voisinage de +oo les graphes de f et g ne se coupent pas. »

D (f,g) : « Siles graphes de f et de g se coupent au moins deux fois alors les graphes sont confondus. »

Un voisinage de +00 est un intervalle de la forme [A; 400 avec A € R.

1. Les graphes de deux fonctions sont complétement confondus si et seulement si les deux fonctions sont

égales :

A(f.9) & f=g & VacR, f(z)=g()]
Les deux graphes se coupent :

B(f.9) &  TweR f(z)=g)]

Pour le voisinage de I'infini, on écrit

C(f,9) & AR Vae[di+oo|, f(2) # (). |

Enfin, on a

D(f.g) o Ka@,y)eﬂ%?,m#y, {ﬁx;‘g(l’; ):w\meR, f<u>=g<u>>].

2. On obtient les négations suivantes :

Alf.g) &  f#g &  FxeR flz)#g()
Vo e R, f(z) # g(x)
C(f,9) & VA eR, 3z € [A;+o0], f(z) = g(x).

w
=
P
i

Puis
D(f.g) & Ka@c y) R x4y, { %) =g ) BT (3ueR, f(u) # g(u))
y) =9y
ce qui peut aussi s’écrire :
f(@) = g(x)
D(f,9) &  3@y2)eR aty S fly)=9@)
f(z) # 9(z)
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3. La réciproque de D (f, g) est

u w) = g(u x 2z fw) = g()
(Vu € R, f(u) = g )):><3(’y)6R’ 79 {f(y)zg(y) )

La contraposée est donnée par

(FueR, f(u)#g(u) = [V(z,y) €R® z#y, (f(z) #g(x) OU f(y)#9(v))].

Soient 11 : y = a1x + b1 et Ts : y = asx + by deux droites non verticales du plan.
4. Procédons par double implication. Supposons A (71, T5) vraie. Alors,

Vz € R, Tl(x) = TQ(Q?) = Vr € R, aixz+ by = asx+ bo.

En particulier, pour x = 0, alors, 04+ by =0+ by < by = by. Dés lors, pour x = 1, on obtient aussi,
a1 + by = az + ba.

Comme b; = by, on a donc a; + by = as + by i.e. a1 = a2. On a donc bien

a1 = az
ATy, T =
L) {mzm

. a1 = a2 .
Réciproquement, supposons { . Alors directement pour x € R, on a

1="bo
ax+by = axx+by = agx+ ba.
a1=a2 b1=b2

Ceci étant vrai pour z € R quelconque, on en déduit que

al = a9
= ATy, T
{blzbg (0, T2)

Conclusion,

a1 = as
ATy, T &
(T1,T») {m:@

Montrons D (T1,T5). Supposons qu'il existe (z,y) € R?, x # y tels que Ti(z) = a1z + by = To(z) =
asx + by et T1(y) = a1y + by = Ta(y) = agy + be. Alors,

{amc + b1 = asx + by N {amc + b1 = asx + by

L2<—L2—L1
a1y + b1 = asy + bo a1 (y —z) =as (y — )
Or z # y donc y — x # 0. Donc
a1z + by = asx + be N a1z + by = a1z + be b1 =bo
a1 = ag a1 = ag a1 = ag

Donc par la question précédente, A (Ty,T5) est vraie :

Vu e R, Ti(u)=Ts(u).
Conclusion,

‘D (Th, Ts) est vraie. ‘
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Partie 2 : Etude d’une fonction
On consideére la fonction h définie par
h:z— 2?4+ 2z(1—1n(2z)).
6. Notons &, le domaine de définition de h. On a les équivalences suivantes :
x € Dy & h(zx) existe & 22 >0 & x> 0.

Conclusion,

9; =R},

7. Puisque %, n’est pas un ensemble centré en 0, on en déduit directement que

‘la fonction h n’est ni paire ni impaire. ‘

8. Soit x > 0. On a

M@zx%ﬂxu—m@@¢”9Q+i_2m®_ﬁmwv'

x x
2 21In(2 21
Orona lim — = lim n(2) = 0 et par croissance comparée, on a aussi, lim n(@) = 0. Ainsi,
r—4oc0o r——400 X Tr—+400 X
2 2In(2 21
lim 14 2o 2@ 2@
T—+-00 X x X

Conclusion, par produit,

lim h(x) = +oo.

T—>+00

D’un autre c6té, pour tout x > 0,
h(z) = 2% 4+ 22 — 221n(2) — 2z In(x).

Or par croissance comparée, z In(z) —6 0. Donc par somme,
Tr—r

lim h(z) = 0.
z—0
x>0

9. La fonction h est dérivable sur R en tant que somme et composée de fonctions qui le sont et
1
Vo e RY, h'(z) =2x+2 (1 —1n(22)) + 2z (—7> =2r+2—-2In(2z) —2 =2z —2In(22).
T
Etudions les variations de la fonction h'. Posons h; = h'. La fonction hy est définie et méme dérivable

sur R% et pour tout x > 0,
r—1

@) =2—2% =9

x x
Or pour z € R, hi(z) >0 & x> 1let hj(z) <0 < =z < 1. Enfin,ona hy(l) =2—-2In(2) =
2 (1 —1In(2)). On obtient donc le tableau de variation suivant de hy :

T 0 1 +00

1 (x) — 0 +

h1 \ /
2(1—1n(2))
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On observe donc que 2 (1 —1In(2)) est un minimum de Ay :
Vo e RY, hi(z) =2 (1 —1n(2)).
Or1—-In(2) >0 & 1>1n(2) & e> 2 quiest vrai. Donc
Ve e RY, hi(z) > 0.

La fonction h est donc strictement croissante sur R . Ainsi, a 'aide de la question précédente, on en
conclut le tableau suivant :

10. Soit z € R*,

h(;):x+2(1—ln(2x)):x<1+i—m§f)—ln;x)).

(@), 0. Donc par somme,

Par croissance comparée,
T r—+oo

2  In(2 1
lm 14 2- 0@ W@
T——+00 x x X
Donc par produit,
h(z)
lim — =+

r—+o0 I

Conclusion,

le graphe de h admet une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage de +oc.

11. Par ce qui précede,

Vo e RY, H(:v)zx(l%—i—hlf)—hl;f)).

Par la question précédente, H (z) T +00. De plus, pour tout z € R* , on a
T—r+00

H(z)—z=2x (3 _ @ _ 1““”) =2—1n(2) — In(z)
x x
Donc
lim H(z) —z=—00
r—+00
Conclusion,

Le graphe de H admet une branche parabolique de direction y = = au voisinage de +oc.

4/f6
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12.

13.

14.

15.

16.

D’apres ses variations (question on observe que Vx € R* | h(z) > 0. Donc 0 est un minorant de h :

‘la fonction h est minorée. ‘

Cependant, puisque lim h(z) = 400, on en déduit que
T——+00

h n’est pas majorée et donc n’est pas bornée non plus a fortiori.

Puisque la fonction A n’est définie que sur R* , la minorant 0 n’est jamais atteint donc

‘la fonction A n’a pas de minimum. ‘

Puisque la fonction i n’a pas de majorant, on en déduit que

‘la fonction h n’a pas de maximum. ‘

Par la question la fonction h est strictement croissante sur R . De plus, h est continue sur R’ donc
par le théoreme de la bijection, la fonction h définit une bijection de R% dans h (Rj) et de plus,

h (R%) :}léinh;ggh[:]();—l—oo[.
Donc tout réel dans ’ensemble image h (R”jr) = R% admet un unique antécédent et tout réel de

I'ensemble R_ n’admet aucun antécédent. Globalement tout réel de R admet un ou aucun antécédent
(et jamais deux ou plus). Ainsi,

la fonction h : R} — R est injective.

Par ce qui précede, on note aussi que tout réel négatif ou nul n’admet aucun antécédent par h.
Conclusion,

la fonction h : RY — R n’est pas surjective.

Puisque la fonction h est continue et strictement croissante sur R” , par |le théoreme de la bijection |,

h définit une bijection de R* dans |h (Ri) =R}

On note ¢ sa fonction réciproque.

On a déja vu dans les questions précédentes que la fonction h est dérivable sur RY et
Vo e RY, h'(z) =2z —21n(22) > K'(1) > 0

Donc sur I = R?, on a

e h est dérivable sur I,
e h est strictement croissante sur I,
e Yz el, M(x)#N0.
Donc par le théoréme de la dérivée de la fonction réciproque, on en déduit que ¢ est dérivable sur
J =h(I)=R3 et de plus,
1 1

YyeRL, ¢y =5 (0(y)  20(y) —2mn(20(y))

Conclusion, ‘gp est dérivable sur R* | et

VyeRL,  ¢(y) =
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Partie 3 : Tangente commune

On s’intéresse a la question de I'existence d’une tangente commune & deux courbes. Pour tout m € R, on
définit

R =+ R

r — 224+m

fm :

On note I'y, la courbe représentative de f,,,, pour 5 € R, on note A, g la tangente a I';;, au point d’abscisse
x = 3. On note également I'cy, la courbe représentative de la fonction exponentielle et pour a € R, d, la
tangente a I'ex, au point d’abscisse z = a.

On fixe m € R.

17. Soit (o, 8) € R2. La fonction exponentielle est dérivable sur R donc est dérivable en « et donc d,
existe. De méme, f,, est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et donc en 5 et donc A, 3
existe. Conclusion,

pour tout (o, B) € R?, 64 et A, 5 existent.

De plus, pour a € R, on a

ba: y=exp(@)(z—a)+expla) & y=e*(z—a)+te®=e(z—a+1).
De méme, pour 8 € R,

Amg:  y=Im@B) @@=+ ) &  y=28@-8)+8 +m=228-75+m

Conclusion,

O ¢ y=e*(r—a+1).
Apg e y =23 — 5% +m.

18. Il existe une méme droite tangente commune a ey et a I'y, si et seulement si

3 (o, B) € R2, 00 = A g VN J(a,B) eR%, Ve eR, e (z—a+1)=2z6—-3>+m
& J(o,B) €R%, Vz €R, ez +e*(1—a)=2z3— %+ m.

Par la questionavec a1 =e% by =e*(1—a), ag =283, by =m — 32,

e* =24

2 _ 2
H(OZ,B)ER, 5a—Am7,B < H(Q,B)GR, {eo‘(l—a):m—52

Premier cas, si g < 0, alors e* = 25 est impossible, donc

@ =2
I(a,8) €R:,  Ga=Ans o () eRxRL, (&2
’ e (1 —a)=m— B

& (e, f) eRxRY, {ja (1111(024)@: m — (32
{a =1n (2p)

= H(Q,ﬁ)ERXRi, 1_1n(26)):m—,32.

()
®

Conclusion,

@B R, ba=Ansg & I(af) ERXRY, {0‘:1“(25)

m=26(1-1n(28)) + B>
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19.

20.

Par la question précédente et la partie 2] on a

a=1n(2p)

3 (o, B) € R?, 6o = A g 2N J(a,B) € R x R*, {m:h(ﬁ).

Or on sait que h : R} — R est bijective donc tout réel m € R’ admet un et un seul antécédent par
h. Donc si m > 0,

a=1n(2p)

(o, B) ER?,  Sa=Apg & I (o, B) € R x R%, {
B=e(m).

Si m > 0, alors on peut trouver un réel strictement positif § = ¢(m) > 0 et un réel o = In(23)
et donc les deux courbes admettent un tangente commune. Au contraire si m < 0, alors m n’admet
aucun antécédent par h : m = h () n’admet aucune solution. Conclusion,

3 (o, B) € R?, 6o = Amp o m > 0.

Par la question précédente, ’assertion en effet pour m =1 € R par exemple, alors en
prenant = ¢(1) et o =1n(20), on a bien A (A, 3, 04).

Mieux, ’assertion , pour tout m € R, on peut trouver § = ¢(m) et a = In (5) tel que
A (A, 8,04) soit vraie.

L’assertion | G est fausse | Procédons par ’absurde, supposons G vraie :

3(e, B) €R?, Vm € RY, A(Apy 5, 00)

Alors de méme qu’a la question précédente, on obtient :

a o "=25
Vr € R, “zte (1-a)=2wf - +m < {Ea(l—a)Zm—52

8>0

& a=1n(2p)
m = ?+26(1—-1n(25))
5>0

RN a=1n(2p)
m = h(B)

Donc notamment, on a

38> 0, Ym e R ,m = h(5).

Autrement dit il existe un réel § tel que son image (qui est unique aussi) décrit RY tout entier.
Impossible, on ne peut pas avoir h (8) =1 et h () = 2.

L’assertion . En effet, de méme que précédemment, si on fixe m € R% , alors 3 = ¢(m)

est aussi fixé et donc l'assertion A (A, 3,0,) ne peut pas étre vraie pour tout 5 (on pouvait aussi
signaler que cela ne pouvait pas fonction pour tout B car  doit étre strictement positif).

L’assertion car Passertion e® = 23 ne fonctionne pas pour tout (a, 3) € R?. Si on fixe

B, alors @ = In (2) ne peut prendre qu’'une seule valeur et réciproquement.

Puisque 'assertion H est fausse, a fortiori | J est fausse | aussi.

7/
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Probleme II - Bijection

Partie 1 : Etude de h
V-1

On considere la fonction A : z +— —

1. Calculons U le domaine de définition de A. Soit x € R. On a

2120
xeU & o
x#0
2 >1
<~
x#0
z>1 0OU z< -1
<~
x#0
& r>1 oU < —1.

Conclusion,

U =]—00; —1] U [1;+00] .|

2. Déterminons la parité de h.

e On note que U est centré en 0.

e SoitzeU.On a

Conclusion,

‘la fonction h est impaire. ‘

3. Soit U’ le domaine de dérivabilité de h. Soit z € R. On a

I N {x21>0
x#0
2?2 >1
= {x;ﬁo
- {x>1 oU z < —1
x#0
& z>1 OU z < —1.

Conclusion,

U' =]—o0; —=1[U]1; +o0] .

1

4. Montrons que pour tout x € U’, h/'(z) = Pt

. Par la question précédente, la fonction h est
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dérivable sur U’. De plus,

xz—l),x—\/xQ—l

2

/

VzeU', h'(x)=
x

T — 1

2

—

x271)

[\

i
|

[y

X

2 —
Zig® ~ Va? —1
2

[\

2
22
22—

—Vzr -1

—_

Conclusion,

1

VeeU', KW(r)= —m——.
v (z) 2v/zx? -1

5. Déterminons le comportement asymptotique de h en +o0o. Pour tout x > 1, on a

2 -1
h =
(r) =
T4/1 — %
x
== car x > 0
T
/ 1
=14/1—- —.
T
Par conséquent,
1
lim A(z)= lim /1—-— =1
T——+00 x——+00 x

Conclusion,

le graphe de h présente en 400 une asymptote d’équation y = 1. ‘

6. Déterminons le tableau de variation de h. Par la question [{]on a

W € |—o0; —1[ U1 400[, H(z) = ——

Co22y/22 1

Donc pour tout = > 1, h'(x) > 0. Donc la fonction h est strictement croissante sur ]1; +oo[. De plus
la fonction h est définie et méme continue sur [1; +oo[. Donc par continuité en 1, on obtient que h

est strictement croissante sur [1;4+o00[. D’autre part, h(1) = 7@1—1 = 0 et par la question précédente,
lim h(x)=1. Ainsi,
T—+00
T 1 +00
1
h /
0
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Par imparité de fonction A, on en conclut

Partie 2 : Etude de H
On pose V = ]—o0; —1] U [1; +00] et pour tout = € V, H(z) = h(x)2.

7. Montrons que Vz € V, H(z) =1 — 5.
On note que V = U donc par la question [ H est bien définie sur V. Soit z € V. On a

T x2 x2
Conclusion,
1
VeeV, H(z)=1-—
(r)=1-
8. Déterminons le tableau de variations de H.
On note que V est centré en 0 et pour tout z € V, H(—z) = 1 — (—%)2 =1- m% = H(z). Donc

la fonction H est paire. Etudions H sur [1;+4o0|. La fonction x ++ 22 est strictement croissante sur

[1; 4+00[ donc z — z% est strictement décroissante puis x — —x% est strictement croissante donc H

est strictement croissante sur [1; +o0o[. On pouvait aussi étudier sa dérivée : H'(z) = 2 > 0. De plus,

=3
H(l)=0et lim H(z)= 1. Conclusion, par parité de H, on obtient
T—+00

H(:2) = 02

De plus, par son tableau de variation, on en déduit également que

[ H (=002 = [0:1] |

10//16]
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10. Calculons H* ([0; %])
Soit x € V. On a

1 1 1
1 1
T R®T 3
& 22 =2 car x # 0

s r=vV20U z=—V2.

Do,

Conclusion,

Partie 3 : Etude de f
\/fol)‘

On considere désormais la fonction f =1In(h) : z — In (

11. Calculons I le domaine de définition de f. Soit z € R. On a

rzel & z

z2—-1>0
Vaz—1#0

& x>0
z2—-1>0
22—-1>0

=
x>0
r>1 0U z< —1

=
x>0

& x> 1.

Conclusion,
I =1]1;400].

12. Montrons que lim f(x)=0.

T—+00

Pour tout z > 1, on a

e N - 1
:” - 2 _\Ji-5 — L
X X €Tr4 r—+o0

11/16
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13.

14.

Donc par composition,

lim f(z)= lim In (132—1) = 0.

T—+00 T—+—+00

Conclusion,

lim f(x)=0.

T——+00

Montrons que f est dérivable sur I et que pour tout x € I, f/(x) = m

ATTENTION, ne pas dire que f est dérivable sur son domaine de définition car ce n’est
pas le cas en général de la fonction racine carrée!

On a vu que la fonction h est dérivable sur U = |—o0; —1[U]1; +00[ donc notamment sur I = |1; +o0|.
De plus, par la question 6. on sait que h (]1;4o00[) = ]0;1[ donc h est a valeurs sur R* sur I et la
fonction logarithme est dérivable sur |0; +o00[. Donc par composée,

‘la fonction f est dérivable sur I. ‘

De plus,
Ve eI, f'(z)=(Inoh) (z)
_ M=)
~ N(z)
1
3?1 .
= % par la question
Ve — Va2 — 1
1
Coz(a? 1)
Conclusion,
1
I, fl(z)=—F5——-

Déterminons le tableau de variations de f sur I.

Par la question précédente, V€ I, f/'(z) = m > (0 car x > 1. Donc la fonction f est strictement
croissante sur /. De plus, on a vu que lim f(x) = 0. Enfin,
T—+00
lim 22 —1=0%,

z—1
z>1

donc lim ~———= = 0. D’ou
r—1 x
x>1
. . 2 —1
s ) = e () -
r>1 r>1
Conclusion,
x 1 —+00
0
f /
—0
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15. Montrons que f définit une bijection.

Par ce qui précede,

o La fonction f est continue sur I (car dérivable)

o la fonction f est strictement croissante sur [

Donc par le théoréme de la bijection,

’f définit une bijection de I dans J = f(I) = ]—00;0[.‘

On note g = f~ L.

16. Soient z € I =]1;+o00[ et y € J =]—00;0[. On a les équivalences suivantes :

T
x2—1
& e¥ =
T
& el =12 -1
2
x> —1>0
& (ze¥)? = 2% -1 car
xe¥ >0
& 2?e® =221
& xz(l—er):l
1
2 _ _ 2y
= x_l—er car 1l —e” >0cary <0
1
& r=—— car 1 —e? > 0et z > 0.
V1—e?
Conclusion, on en déduit que
J—00;0[ = ]J1;+00]
g: 1
y = 1—e2v

Partie 4 : Calcul de g par une équation différentielle

On souhaite retrouver le résultat précédent par une méthode différente. On ne pourra donc pas utiliser dans

toute la suite le résultat de la question [16.]

17. Montrons que g est dérivable sur J. On observe que

o la fonction f est dérivable sur I d’apres la question
o la fonction f est strictement croissante sur I d’apres la question

o pour tout z € I, f'(z) = m # 0.

Donc par le théoréme de la dérivée de la réciproque, on en conclut que

‘la fonction g est dérivable sur J = ]—o0;0]. ‘

18. Montrons que g vérifie 'équation différentielle : Vy € J,  ¢'(y) = g(y) (9(y)* — 1).

Toujours par le théoreme de la dérivée de la réciproque, on sait de plus que, pour tout y € J,

L
g = fg(y)

13/]16]
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On pose pour tout y € J, p(y) = PO

19.

20.

21.

Or pour tout z € I, f'(z) =

x(:cgl_l) et pour tout y € J, z = g(y) € I donc

1
Vyeld dy)=————=9@) (g(y)*—1).
9(y)(g%(y)—1)

Conclusion,

Yy e, d(y) =g (9(y)* —1).

Précisons g (J) et vérifions que ¢ est dérivable sur J.

On sait que f est une bijection de I dans J. La fonction g = f~! étant la fonction réciproque de f
est une bijection de J dans I. Nécessairement,

(g(J)=1=]1;+00[.|

Par conséquent, pour tout y € J, g(y) € ]1;+00[ et donc g(y) > 1 > 0. Dés lors pour tout y € J,
g(y)? # 0. Par conséquent,

‘gp est bien définie sur J. ‘

La fonction y — g(y)? est dérivable sur J et ne s’annule pas. La fonction u — % est dérivable sur R*.
Par composée, on en conclut que

’cp est dérivable sur J. ‘

Exprimons pour tout y € J, g(y) et ¢’(y) en fonction de p(y) et ¢’ (y). Soit y € J. Puisque p(y) = 9(111)2’

on en déduit que ¢(y) € R. Puis, on observe directement que

1 1
9(y)* = 9(y) =
e(y) e(y)
D’ou
1
VyeJ, g(y) = :
(y)
De plus, en dérivant car g et ¢ sont dérivables et ¢ > 0 implique que /¢ est aussi dérivable, on a
BN - ' (y)
Vyed, g ) = () ) = —s W) ely) ™ = ———F—
( ) 2 20(y)vVe(y)
Conclusion,
Vye d () = —— Y
20(y)v/e(y)

Déterminons (a,b) € R? tel que Vy € J, ¢’ (z) +ap(y) =b (k).

)
) — 1). Donc par la question précédente,

On sait que pour tout y € J, ¢'(y) = g(y) (g(

it )
T 20Vely)  Vely) \\Ve®)

oy 2evely) (1
& Weld, -y = o) ((p(y) 1)
o Wed —d(y) =200y ;((Zgy)
& Wyeld —¢(y)=2(01-¢))
& Wyeld ¢y)=-2(01-9y))
& Wyeld, ¢y 20y = -2
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Conclusion, en prenant ¢ = b = —2, on obtient

Yyeld (y)—2¢y)=-2. (k)

J — R

14 Ac est une solution de (¥ ). Soit

22. Montrons donc que pour tout A € R, la fonction ¢4 :

J — R
y — 1+ Ae®
w4 est dérivable sur J et

A € R. Posons ¢4 : . La fonction exponentielle étant dérivable sur R, la fonction

vy e J, ¢uly) = 246",
Des lors,
Vyed, oily)—20a(y) =24e% -2 (1+ Ae2y) =24e% -2 - 24% = -2,

Conclusion,

: J — R .
la fonction ¢y : y o 1 est une solution de ().

+ Ae®

23. On admet qu’il existe A € R tel que ¢ = ¢4 sur J. Déterminons g en fonction de A. On sait que

Yy e J, o(y) =1+ Ae® et que g(y) = m. Par conséquent,

1
Vyeld, gly) = Ve Tl

24. Déterminons A et concluons. On a

4—1 V3
f(2):ln( 5 ):ln(2).

Par conséquent, on obtient que

D’ou
L — =2 & L - =2
V3
Vi 4 o03) NS
1
& =2
1 —i—Aeln(%)
& L =2
1+A(3)
/ 3 1
3 1
3 3
& A=-1.
Conclusion, et
o]0 = 1 +oof
g: y 1i62y
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On retrouve bien le résultat de la question [I6]

Enthousiasme, admiration et bonheur!

FIN

16/)16]



